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Allorché si vuol rannodare al principio della graviUzione universale e quanto 
concerne la forma particolare de’ corpi celesti , ed ì fenomeni che si ravvisano 
ne' loro movimenti c nei movimenti dei fluidi che ricuoprono le loro superficie, é 
d' uopo cercare innanzi ad ogni altra cosa la risultante delle attrazioni che gli cle- 
menti di un corpo di figura sferoidica esercitano su di un punto. 

Le prime investigazioni intorno a questo difficile problema si debbono a Newton, 
il quale nel 1” libro de’ l’rincipl della Filosofia Naturale determinò il potere at- 
trattivo di un’ellissoide di rivoluzione ripiena di materia omogenea su di un punto 
collocato all'estremità di uno degli assi di figura. Le ricerche, che Mac-Laurin in 
seguito istitui sullo stesso argomento, furono coronate di miglior successo, poiché 
fruttarono la soluzione completa del problema che riguarda I' atttazione dell' el- 
lissoide di rivoluzione su di un punto qualunque della sua superficie. Nelle nuove 
Memoiic' dell' Accademia di Berlino pel 177.3 si trova un importante lavoro ili La- 
grange , nel (|uale la teorica dì .Mac-Faurìn è estesa alla determinazione del po- 
tere attrattivo dell’ ellissoide di rivoluzione su di un punto esterno collocato in 
uno dei piani principali. Ma la completa teorica dell’ attrazione di un ellissoide 
di rivoluzione non si ebbe che nel 178.5. La scienza ne va debitrice a Lcgcndre. 

La prima soluzione completa del problema che concerne I’ attrazione dell' el- 
lissoide a tre assi è dovuta a Laplace , come 6 dato rilevare dalle Mem. dell' Ac- 
cademia delle Scienze di Parigi pel 1782. Questa soluzione però è implicala in 
lunghissimi calcoli. Ivory in seguilo risolse con maggior semplicità lo stesso 
problema. Molle altre soluzioni del problema medesimo furono date in appresso, e 
mollo più semplici ed eleganti della soluzione ottenuta da Laplace. Ci limiteremo 
a notare le più importanti , che si debbono a Poisson , Gauss , Dirichlet, Chasles 
ed Olindo Rudriguez. .Meritano ancora speciale encomio i lavori di Gaylcy sullo 
stesso argomento. 

Tutte queste ricerche però non erano sufficienti a risolvere la quistionc che ri- 
guarda la figura de'corpi celesti. La densità dì questi corpi non é uniforme, e la loro 
figura non è la figura ellissoidale. Quindi fu d'uopo istituire altre ricerche sull'attra- 
zione degli, sferoidi comprendendo in esse il coucello deH’eterogencità delle masse, 
e non limitando la loro figura a quella dell’ ellissoide. Però queste ricerche riu- 
scirono infruttuose finché il problema rimase nella sua generalità. Solo quando 
fu limitato all’ attrazione di una ma.ssa eterogenea terminata da una superfi- 
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eie poco (lilTerenle dalla srcrica, il qual caso è presso a poco quello dei pianeti , si 
ottennero risultati non meno splendidi di quelli ottenuti nelle ricerche sull’ attra- 
zione dcircllissoidc di densità unirorme. Laplace si può riguardare come il creatore 
di questa teorica tanto importante nelle principali quistioni di Fisica Matematica. 
Merce le cosi dette funzioni sferiche potè risolvere quel problema, che aveva reso 
vani tutti gli sforzi dei precedenti Geometri. Uopo di lui Gauss , Legendre , Ja- 
cobi, Liouvillc, Caylcy han dato importantissime memorie sullo stesso argomento. 

Il concetto del potenziale introdotto la prima volta nella scienza da tiauss e dal 
Geometra Inglese Giorgio Green ha giovato mollissimo a rendere più semplici ed 
eleganti le ricerche intorno all'attrazione degli sferoidi K la scoperta di parecchie 
proprietà delle masse, che si attirano o si repellono, deve riguardarsi altrcsi come 
conseguenza dell'uso del medesimo eoncello. 

In questo scritto ci proponiamo di presentare ai giovani matematici nel modo più 
piano e semplice, che si è potuta, una esposizione della teorica dell' attrazione dei 
corpi terminati da superheie sferoidiehe. Lo divideremo in due parti , nella prima 
delle quali tratteremo deirattrazione degli sferoidi di densità uniforme, e nell'al- 
tra dell’attrazione dalle masse di variabile densità terminate da superlìcie poco 
differenti dalie superficie sferiche. 


PAHTE PRIMA 

DELL* ATTRAZIO.NE DEGLI SFEROIDI DI DENSITÀ’ CNirOKlIE. 

CAPITOLO I. 

Del potenziale di una massa rispetto ad un punto, e delle sue principali proprietà. 

I" Rappresentino a, g, y le coordinate rettangolari di un punto; x, y, z le coor- 
dinate di un elemento infinitesimale dp di una data massa p; I) la distanza dei due 
punti (a, fi, y), (x, y, s), e quindi 

U*=(x— o ^)*-i-(r— y)* : 


ammettendo che ciascuna molecola di p attragga il punto (a, fi, y) secondo la 
k'dy. 

legge .'Sewtoniana, sarà — - l’attrazione di </p sul punto predetto, dinotando k” 

I attrazione che l’unità di massa eserciterebbe alla distanza ;=lsul punto mede- 
simo. I coseni degli angoli (lU), (yU), (lU) che la retta I) forma coi tre assi delle 
coordinate si hanno dall' equazioni 

cns(il))=^-jy^ , ro.s(ynì = ?i^ , cos(iIli=-^ , 


Digitized by Google 


)1 3 )( 

0 cniìndj le compuncnli dell' attrazione di dp parallele ai medesimi assi sono 


k'*(*-a)dp_ . ,.d (\ 

lt> “ da 


G) 




ri) 


d/SVDj 


r)diiL _^„d /I’ 


‘40 


dp. 


(irinlegrali di queste tre espressioni estesi a tutta la massa p porgono le compo- 
nenti dell' attrazione clic questa massa esercita sul punto (a, /3, y^- Dinotandole 
con X, X', /, e ponendo per brevità 


(2) 

si ottiene evidentemente 



CI) 


X=k‘'-^', 

da ’ d/3 dY 


I,a funzione V si denomina il poltnziale della massa p rispetto al punto (a , /3 , y)- 
Sia / la distanza del punto (a, /3, yÌ sull'origine delie coordinate ; r la distanza 
dal punto {», y, a) dalla stessa origine; o l'angolo che comprendono queste due 
rette, ed avremo 


D*=f“— i/rcosn +-r*. 

Posto r=pl, c A*=l — 2pcosp t-p*, si ha pure I)=/A ; onde la (2) si traduce in 

(*) ‘'=n- 

Inoltre dalla (2) ricavasi 


’’ da ./ \l f/i>' 0/3 ./ V f/A>’0Y~yVr //T’ 


Ponendo l=x nelle (t) e (3) si ottiene 


lim.f 


liui:fV=— ■ 


da 


lini./* 


dV 

d/3 


cnsf/a:) 


co»{ly) 


„dV 

lim.P-;- 

[/-f. 

cos(/ì; 
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'i° Allorché nel secondo membro della {ì) l' integrazione si è estesa a tutta la 
massa jt, il potenziale si riduce ad una funzione delle sole coordinate (a, Pi,y]. Sup- 
poniamo ora che abbiasi l'equazione V— c, dinotando e una costante: è chiaro che 
se le coordinale «, lì, y si considerano come variabili , l’ equazione \=c rappre- 
senta una superfìcie. I coseni degli angoli , che la normale condotta a questa su- 
perficie nel punto (a, /3, 7) forma coi tre assi delle coordinate , si dinotino per 
f, g, h,c sarà 


r d\ , . 1 rfV 

'°’^==^Wya' 


dove per brevità si è posto 



Ora se dinotiamo con R la risultante di X, Y, Z, dalle (3) si deduce 

X , I dV , V .1 dV 7 . 4 dV , 


Dunque rallrazionc totale di p sul punto (a, y)sì esercita secondo la normale 
condotta per lo stesso punto alla superfici(>V=e. Questa superficie dallo Ohasles 
è stata denominata super/icic di tirello. 

1,’equaziotii (0) sono vere per qualunque direzione degli assi coordinati, purché 
questi rimangano rettangolari. Supponendo clic I' asse delle a: diventi parallelo 
alla normale N condotta nel punto (a,/3, 7) alla superficie di livello, e che gli assi 
delle V c I diventino paralleli a due altre rette perpendicolari fra loro eil alla 
stessa normale, avremo cos/=l , co.sj=0, cosA=0 ; c quindi in seguilo delle (3) 


R=A> 


dV 

d> 


dinotando — la derivata di V rispetto alla normale predella. 

la? superficie di livello godono delle seguenti proprietà : — l. Due masse che 
hanno le stesse superficie di livello esercitano la stessa attrazione sullo slc.sso punto 
dello spazio, fatta astrazione da un fattore co.slante. — II. Due superficie di livello 
relative alla stessa massa non possono avere alcun punto comune. Imperocché le 
due equazioni simultanee V=c , V=e' non possono avere alcuna soluzione co- 
mune quando c c c' sono quantità diverse — 111. Le superficie di livello sono su- 
perficie rhiu.se. Difatti V é una funzione continua dia. 7, c diventa = U quando 
il punto attiralo va all’ infinito. K l in questo caso la superficie di livello diventa 
una sfera di raggia infinito, che non ha il centro airinfinilo. 

3° Se p rappresenta la densità di p nel punto (5, j/.z) , si ha , come è nolo , 
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J]k=fdxdy({3, Oca supponiamo che la densità p sia la stessa in tutti i punti della 
massa p: facendo attenzione alle (I) c (3) avremo 




(j! — a)dxdydz 


c per conse(jUciiza 

0 ) 


d\ r fdydi 

d^~^J J L) 



dydz 
It ’ 


Jiel secondo membro di questa cquazione'x, y, z, D si riferiscono ai soli punti col- 
locati sulla superficie S , dalla quale è limitata la massa p. Se dinotiamo con rfS 
rcicmcnto diOfercnziale di questa superficie posto in (x, p,;), sarà dydx la sua 
proiezione nel piano iyj). Quindi avremo dpd»=dScosJxM) dinotando (xN, l’angolo 
che la normale condotta ad S nel punto (x, y, z) forma con l'asse della x ; e la (7) 
si traduce in 


( 8 ) 



Inolti’c se dal punto (a, ^,f) si fa partire una piramide iniìnitamenle sottile, la quale 
abbia D per asse ; e facendo centro lo stesso punto , si descrivono due sfere coi 
raggi D,U+dD ; il volume dcirclcmenlo dp si trova equivalente al volume della 
parte che le due sfere intercettano sulla piramide. In altri termini , se con dS si 
dinota rclemcnto della supcrUcic sferica di raggio I) intercetto dalla piramide in 
discorso, si ha 

dp=pdUd2, 


•Ma dydz e la proiezione di dS nel piano (yz). Laonde risulta cos'xU)d!£=dpdi, e 
la (7j si trasforma ancora nella seguente equazione 


dV ^d£ , . , 

-d^=^y 


Ma essendo dS rdemento della superficie S contenuto nella stessa piramide , d£ e 
la proiezione di questo elemento sulla sfera di raggio b. Dunque 

dr=dScos(D?ii), 

c per consegueiua 

dV /»dS 

(9) — — =p J — cos{DN)cos[xDj. 

biiiutando con do rclemcnto di superficie sferica di raggio =1, e di centro 
(“> P>7) compreso nella predetta piramide, si ha 

(<0) dS=[)Vff=dScos(D.N). 
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'l«■^lialllc nucsla relaziuiie II potenziale V si traduce in 


Vzrp P J' ììd\)d(} = ^J' Vi'do==-^J' rfScos(l).Nj. 

Ora siano F, G, il gli angoli clic la normale condotta nel punto f x, y, j ) di S fa 
coi tre assi delle coordinale; ed essendo 


os(D>)— — (® — a}cosF+(y — j3)cosO-4-(j — tlfosll J 


SI trova 


(11) (r— «)cosF+ !/— p;cos !'• + [i— y,cosU j. 

t” Nella ipotesi di p variabile la funzione V e le sue derivate rispetto ad a, p, y 
si traducono in 

(IS) 


piwi> fh , 


— = / j pcos(xll)i/l)(/a ; "JT— / J' pcos(yl»)(fIlds 


f/V 


(Idi 




dV n 1% 

— =/ y p-of(ii))</i)d(z. 


Quest integrali non diventano inrinili per <|ualuni|ue valore di 1), anche (piando 
fosse D=t). Ma accade lo stesso delle seconde derivate di V rispetto alle coordi- 
nale del punto attratto? Poiché si ha 




(U) 




i secondi membri di quest' equazioni rimangono quantità fìnile per tulli i punti 
dello spazio posti fuori di S, ovveramenic per qualunque posizione possa avere il 
punto attirato quando e posto fuori di questa superfìcie. Se poi questo punto fa 
parte della massa attraente, allora per x=a , y=p, risulta D=0 , ed i se- 
condi membri delle (H) diventano (almeno apparentemonte) infiniti. Mediante l'e- 
quaiioni (13) perù possiamo dimostrare che le derivate di second' ordine di V ri- 
spetto ad a, p, Y sono quantità finite anche quando questo punto fa parte della 
massa p. Di fatti supponiamo circoscritta al punto («, ff, r) una sfera di raggio in- 
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(inilaniciite piccolo : poirerno considerare la porilonc di massa compresa in que- 
sla sfera di densità eoslante, elle dinoteremo per p,. In tale ipotesi il potenziale V 
sarà la somma di due altri potenziali V,, V,, il primo dei quali e relativo alla pic- 
cola sfera, e T altro al resto della massa p. ; e ponendo attenzione alle (13} avremo 

,/*V <t'\\ p p di), , , , d*V, /•do, , „ , , 


Ma — ^ si riferisce alla parte della massa clic non contiene il punto attirato pi, ed 
do’ 

è quantità finita; onde essendo pure tale — ' comunque sia piccolo I),, poicliè 

i(<x 

t'— “Cos(iI),), 
da 

• . . ■ d*V d’V 

sara necessariamente qnantita Imita anctie l-o stesso e da dirsi di - 7 — ,, -— 7 . 

' do‘ d/3’ df’ 

Addizionando l'cquazioni (li), e supponendo il punto attirato non far parte della 

massa p risulta 

d’V d’V ./«V 

da' dp’ d^* ~ 

Ove poi il punto attirato fa parte di p, si ha evidentemente 

£V d’V £V__^ £V, d’V, 

da’ d/3’"^ df’ ’ 


ov veramente 


essendo nullo il trinomio 


d’V ^ d’V 

d’V 

da’’* dg’ ' 

dv’- 

d’V, d’V, 

d’V, 

da’ "^d/3’ 

di' 


■,=-Arp, , 


massa p, nella quale uon è contenuto il punto attirato. 

Dall'analisi fatta sin qui risultano le seguenti cose — 1° Il potenziale V di una 
m'issa qualunque è una funzione finita delle coordinale del punto attirato ; si an- 
nulla quando questo punto è a distanza infinita; c moltiplicando V pel raggio vet- 
tore del punto attirato si ha sempre una quantità finita. — 3“ Le derivate prime 
di V rispetto alle eoordinate del punto attiralo sono funzioni finite delle coordinate 
stesse; si annullano quando il punto attirato ò a distanza infinita; ma i loro pro- 
dotti pel quadrato del raggio vettore del punto medesimo serbano sempre un va- 
lore finito. — 3° Le derivate di 2° ordine del potenziale V sono quantità finite , e 
verificano r equazione A*V=0, — 4-p,, secondo che il punto attirato è estraneo 
alla massa attraente 0 fa parte di essa. Qui si pone per brevità 

da* d^' df 


Digìtized by Google 



H 8 K 

■'i” Una sicssa massa rispetto ad un dato punto noti può ammettere ehi: un solo 
potenziale. Kd in vero supponiamo che la massa ji possa ammettere due poten- 
ziali diversi V, V' rispetto allo stesso punto (a, fi, f): ponendo V — t'=p , ed es- 
sendo A*V=A*V' tanto se t|uesto punto è esterno , quanto se fa parte <li ji , sarà 
A’P.= 0, c quindi 

f f f PA’Pda:rfydj=0 . 

Kssendo P quantità finita potremo integrare per parti, ed estendere l' integrazione 
a determinati limiti. Ora l'integrazione per parti ci dà 


/ I //P (IV (I\* I 

! -—cosfDx) 4- — cosfOyjn — • cos(D«) I IV2 
t fix Utj ' dz 

:dyd: , 

' Ndx (/{/' dZ' / 

cd anche più scmplicemcnle 

0 = f P^(/ 2 - 

«/ di) 
dP 

Ma ^^P^® sempre quantità finita ; onde potremo determinare una costante K per 
modo che abbiasi sempre 



dp* 


Vdi* 


diV 

y/(S- 

dp* 

dy*"*" 


/ di' K /. 


. dP 


qualunque siano i limiti ai quali si estenda l’integrale P'^jJ» r*'® ^ primo mem- 
bro di questa ineguaglianza. Fra i limili — c -f-f si ha 


e per /=» viene 
In conseguenza 




dP dP dP . . 

Siccome sono quantità linilc , cosi questa equazione non può esser 
da: dy di 

Vera se non che quando si ha 

dP dP dP 

--=0. ---0, -=r0. 

dx dy di 
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il che imporla che P sia una quanlilà costante. Ma ail t=x> corrispondono V=0, 
V'=0, Dunque anche P=0 ^cokc doveva dimostrarsi. (Juesto teorema è dovuto 
a Dirichict. 

(j" Continuando a dinotare l la distanza del punto (a./S.'Yjdall'originc delle coor- 
dinale , sia 6 l' angolo che / forma con I' a.sse delle z , S> l’angolo che la proiezione 
dì l nel piano (a:, y) forma con l'asse delle -v, ed avremo 

o=/senOcosòi , jS=/scn9senil , if=/cos6. 

In seguito di queste relazioni si ottiene 

(fV (fV (Il dV do dV dw 

do HI Ha do da HS> Ha ’ 

<f>V__d*V df’ d*V do* d'V di* 

'^‘~"hF *r* dO* d?"^ di'* 

I ^d^ d/ do , ^ d^ ^ ^ d*V dO dw 

“HlHi Ha Ha ' ~HiHw Ha Ha^“d<ldm da Ha 

HV d'I d*0 dV d*tS 
^ df (fa* ' do da’”*” dw do* 

d*V (/*V 

Simili espressioni rìsullann per Sostituendo questi valori in 

. d*V d*V d*V 

^ '-diJ'^dF'^Trr*’ 

con facili riduzioni si perviene al seguente risultato 

4» V= — -4- i- — -I- * £1. ^ 

df’ /* Hit* f’sen’O dw’"*~f (7f /• do " 

Moltiplicando per e ponendo cos9:=v , si ha 




,dV I d*V 

( ’'^dv ■*"l— v‘dw*’ 


come può agevolmente verificarsi. Laonde secondo che il punto attirato è posto 
fuori della massa attraente, o fa parte di questa massa, si ha 


,d*./v d|„ .dv 1 d*V 

l77 ^T=7*dìr=«'-i'p.'’- 


Qucfòta trasfortuszione di A*V è dovuta a Laplace. 
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CAPITOLO II. 

« 

FormoU pel calcolo del poleniiale di una massa di uniforme densità. 

7“ Supponiamo che debba determinarsi l'integrale 
(1) Vz=- j cQStìudu J ¥[l)coiuldt , 

TI V 0 

dove .sia p=ao, c F(<) una funzinne della variabile t continua c finita 

tra i limili t—n, l=h. Invertendo le integrazioni nella (I) si oltiene 

P=- / r ’ìcosotticosuldu , 

a *'0 

f:o d, 4- 

J „ l—ii , (-+-W 

Poniamo nel primo inlegralc t — io=$, e nel secondo poniamo cd avremo 

equazione clic si traduce in 

(2' i:P= / — r — FI w^ — jdX-i- / — T“ M — —IrfX 

•' bC-w) a V p/ «/ A V < 1 / 

quando si pone X=p9. Escludendo tutte le altre ipotesi rispetto ai valori di a,ì>, io, 
c ritenendo soltanto a<io<A, se per compendio di scrittura si pone 


ovveramente 


r,=p(A — w), r=jt(w — a)-, e',=:;i(A-(-w). t:'=;a((.)-(-a] , 


\dli- 

n senX 
/ T-F 


(w jrfX. 

) • 


' 'H 


la (il diventa 


Nella supposizione di \s=x , i limiti r, r, , e', c', diventa' ) ancora essi infiniti ; 
onde risulta 

tP=F{io) f" ^^dX=?rF((.)). 
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Laonde la (1) in r|uesla ipotesi diventa 

(^) eoswwrfu F(<'cosMtd/. 

•Jiicsta forinola è dovuta a Fourier. Ove poi w non fosse contenuto fra « e h , 
vengono o c t, di segni contrari ; c quindi per ji=x risulta 

H" Allorché nell’ integrale 

'^=J' J 


debbono estendersi le integrazioni a tutti quei valori di x, y, z che vcrilloano la 
condizione 

{*•) a<9(x.y,*l<* , 

ponendo p'x,y,i)r=w, viene 

»=/’ J' f ^{'•>W,y,’:yxd,jdz , 


equazione che in seguito della (3) si traduce in 

1-^) S S y' coswHi/u J* F(()cos'i</rfi. 

Questa equazione è vera sempre nella ipotesi di f)<a<A- Inoltre la triplice inte- 
grazione indicata sul principio del secondo membro di questa equazione deve es- 
essere estesa a tali valori limiti ; j/i, y, ; x, , j| di x^y^z che soddisfacciano 
alla condizione (i). Ora io dico che se X,, X,; Y,, Y,; Z,, Z, sono tali valori , che 
verificano le condizioni 

X, <x,<*,<X, 

Y, <y,<y,<Y, 

Z, <i,<z,<Z, 

nella triplice integrazione anzidetta si possono ai limiti a?, , a:, ; y,, y, ; i,, i, sosti- 
tuire i limiti X,, X,; Y,, Y,; Z,, Z,, senza che questi soddisfacciano alla condizio- 
ne (4). Ed in vero in questa ipotesi sia S, ciò che diventa S, e sarà 

^>—f‘J'l'J'^f{x,v.s)F{b,)dj-dydz. 

*1 *1 
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Ora essendo in generale 


H <2 )' 


</ X, «/ I, 


l'espressione di S, si può decomporre in nove parli, in una sola delle quali si vc- 
rifiea essere a<w<^» e nelle altre w non è mai contenuta fra a e h. (.tueste otto 
parli dunque svaniranno, eresierà la sola parte di S, clic è uguale ad S. 

La quantità X,, X,; Y, , Y, ; Z,,Z, possono essere qualunque, purché vcrifi- 
hino le condizioni (6). Ouindi purché sia all' equazione (5) potremo so- 

stituire Tcquazionc 


1^ 


I^x,y, xjdxdydi J euswurfu J"^F(l)cosM(dl. 


!t° È utile contemplare il caso nel quale si ha K(<) costante , che per maggior 
semplicità suppreino =1 . In questa ipotesi risulta 


/ • j 

F(«)cos «/</(=■ 

/I 


senàu— sena» 
tt 


e la (7) si traduce in 

ì . r’ j /scniu— senaw\ 

S=-y J J fi,x,!j,i)dxdydz^ cusworfii ^ y 

Ouindi se per un caso particolare si ha n=0, é=l ,c per conseguenza 

<><?(*.!/. *1<I . 

la precedente espressione di S si traduce in 

(8t ,S=-^ f f r /(x,y,x)dxdyd3 C ^^^cosiourfii, 

che è la formola adoperata del Dirichclct pel calcolo del potenziale. Di falli basta 
supporre ^ ^ 

/i;®, y,il=[(x— a;*+(y - y)’1'’= -, 

FI?(x.y, j)l=1, 

e la proposta espressione di S nel n* 8* diventa 
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quando la densità della massa attraente è uniforme. E l’ineguaglianza 
0<p(j:,v,i)<l 

è la condizione , a cui debbono soddisfare le coordinate dei singoli punti della 
massa attraente , aiTinclii il valore del potenziale possa calcolarsi mercé 1’ equa- 
zione seguente 


(t»; 




seimeoswu 


4u. 


\ questa equazione però bisogna far subire una trasformazione , l'.hc riesce di 
molta importanza nelle cose che andremo a svolgere in appresso. 

10* Consideriamo I' integrale definito 


« X 

10 ) 

nel quale v dinoti una quantità indipendente da 4' > i la radice immaginaria del- 
f unità , ed m un numero >0. Derivando rispetto a v si ottiene 





ed eseguendo I' integrazione per parti nel secondo membro di questa equazione 
risulta 



l-4-iv J , 


Quindi in seguito della (1 0) si deduce 

dQ l'mrfv 
Q ~ 1-+-tv’ 

equazione che ha per integrale 

Q=-^. 

(l-f-iv)- 

dinotando C una costante arbitraria. Siccome questa equazione è vera per qua- 
lunque valore di v, sarà ancor vera' quando v=0. Ma in questa ipotesi la (10) 
porge 
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onde se il secondo menihro di questa equazione si dinota col solito sitiH)olo r(w) 


e conseguentemente 


C=r(m), 


/■ rfd,=— 

0 ^ ^ (I-+-ÌV)" 


Questa equazione si Irasforma in 




(|uando si pone v=- , e si cangia i]; in a^. Ora si faccia n=(), e si avrà 


Ma dairequazione 

(H) 




c**=cosX-t-iscn% , 


ricavasi manifestamente e *=i. Dunque cangiando • in •— t troveremo 

/ * V I «-I J I ^(*^0 

e “ 4-" '<ì4' = -^Ct- 

o '• 

Finalnienle quando m=— , questa equazione diviene 

essendo VitTi'' se si pone 

4 = («.4-f)’ 


si lia evidentemente 




f 1° Se nella equazione (12) supponiamo 


b =(x— Y)*=r* 
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si olliono 



Soslilucndo questo valore di - nella (9) viene 

T 




scnucosHU 


•‘'frw 


Da ultimo ponendo attenzione alla (1 1) potremo tradurre questa equazione in 


(IV) 


Ì7i 

ia e ‘ /.* , /»*seiiM /»* 


~W~' 


dove però, dovendo V essere quantità reale, si comprende agevolmente che il suo 
vero valore sì riduce alla parte reale del secondo membro di questa equazione. E non 
vogliamo omettere di rammentare che ciò ha luogo quando lo coordinate dei sin- 
goli punti della massa attraente verificano la condizione 0<(o<l, dove 


( 15 ) 


i) 


CAPITOLO III. 

Alirazione di uno massa di densità uniforme terminata da una superficie chiusa 

di T grado. 


\ ì" Dinotiamo con 



l'equazione della superficie dì 3° grado che termina la massa p , di cui vogliamo 
calcolare 1' attrazione sul punto (a, P,t)- Poiché in questa ipotesi le coordina- 
te (x, y, z) dei singoli punti della massa proposta debbono verificare la condi- 
zione 


X* 1/ * 


potremo supporre 
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ed avremo 


Il i6 )( 


io«-1-r’4i=«-+-(a’-4-p*-+-Y’)<li— 2(oj:-+-i3y+YJ)4' 

(^- t ) "*+(+-55)'/*-^ 

Se per brevilà si suppone 

p=«+(a*+/0‘-H’f*ii|i 

( 2 ) 

?.=(4'— 2^!/ 

ijucsta equazione si traduce in 

wH4-r’^=;>-t-7-t-7,+9j . 

onde sostituendo nella (l i) del capitolo precedente risulta 


(3) 


„ 2pe * / ''senti , /•" /•* „ . 




potendosi invertire le integrazioni. 
I valori degiintegrali 


W 




'‘Jy, 



si possono ottenere agevolmente. Identificando 9 con Ato*+2cto , bisogna porre 

H 

ic=x , 4=il< — -r;, c= — 0 '{i ; onde in seguito della equazione (13) del capitolo 
A 

precedente si ottiene 
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Similmenic viene 


/** 1 / Vii- II)' 

./t cV4i* \ 

/•* , ■/ f'**’ 

/..«v■=Kp^=■u■ 


Laonde dinotando con li il prodotto dei tre integrali (i), avremo 

3 IT 


(3) 


11= 


1 ÌK 1-- 
ABCr’e * 


dove per brevità si è posto 

(6) 

In seguito della (5] Tequationc (3) diventa con facili liduzioni 


jW . 

B•<^— Il Vif-u~ ■ 


( 7 ) 


i(p-t-R) 

e 


/• senti , ^ e a* 

V=2ABCpi / du r . ^ . . . - 

‘ . V (a*<I—ii) (B*i]-— II) (€'<(.-11)4 

La prima equazione (2) e la (6) porgono 

I A*i|i— u B*<ii-tt r’4i— iJ’ 

e se mutiamo u in — ti, e poscia poniamo i[i/=u , 

a’ V* 

T =1 - - ^ ■ 

la (7) diventa 


K’-+-t B*-h< C*-+-« ’ 




— l'uT 
e di 


V'(A*+/)(B*-i-<)(C*-i-«l 
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ovveramentc 


)( <8 )' 


( 8 ) 


— itiT 

r”* scnufl , di 
V=-2.ABCp/^ —duj —. 


Qui per brevità sì è posto 


H=lA*-t-()(B’-t-()(r*+f). 

Ora si osservi che il vero valore del potenziale è la parte reale del secondo tncm- 
brodella{8). Ponendo dunque cosuT — tsenuT in luogo dell' esponenziale c riget- 
tando nel secondo membro la parte immaginaria avremo, invertendo le integra- 
zioni , 

V=-2ABrp/‘-4/”^*‘'"“’^ 


-rffl. 


Quando T è <1 , si ha (n® 9«) 

/: 


senucosuT . 4 

au it ; 

u 2 


e conseguentemente moltiplicando per dT ed integrando fra i limiti T=0, T=T 

/ rr / d«= / ; du= Tu. 

« ./ , M 2 

Dunque nella ipotesi di T<4 si ottiene pel potenziale 

/, o* 0‘ 7* \ , 

"V A*-t-r C'-hir‘' 


( 9 ) 


v=i!ABcp y 


• V'(a*h-() (B’-i-<) (c*-i-o 


43. Premesse queste cose, supponiamo primieramente che il punto attiralo 
(a, At) faccia parte della massa attraente p. Siccome per tulli i punii di questa 
massa deve aver luogo la condizione 

X* y* i* 

0<’ h— -I <!1 , 

B* C* ’ 

cosi sàrà anche pel punto (a, 0, k), onde avremo 

a’ 0' v’ 
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C(1 a maggior ragione 


K <9 )( 


0<TV 


A*-4-r C*+r 


<1 . 


poiché < è sempre quantità positiva. La condizione T<il è dunque verificala quan- 
do il punto attirato fa parte della massa attraente , cd il valore del potenziale è 
determinato dall' equazione (9). In seguilo delle (3) del capitolo I le componenti 
dell’ attrazione della massa p sul punto (o, /3, if) parallele ai tre assi delle coordi- 
nate saranno date dalle seguenti equazioni 


(IO) 




dt 


z=— -, 


t t)(C*-t-<) 

dt 

V'(A*-|-0{B*-4-0’(C*-t-») 

A'*pf / — — ■ 

2 J . V(A*-l-/l(B'-t-l)(C*-t-()» 

essendo |io=^ABCpii. Queste formole si debbono a Jacobi. 

«> 

14. Formole di Laplace. Supponiamo A<B<C, c poniamo 

A 

to= — ■ : 


sarà evidentemente tc=0 per <=oo , e to=l per <=0. Inoltre avremo 



A* 

B*— A‘-r- — .=B*-t-< ; 
IO 


C«-A* 



=€■-+-/, 


ovveramente 

i;=A--ht: A-(x*-t-J,)=BHi: A*(X'-+1)=CHI. 


ponendo per brevità 


Finalmente otterremo 



C*— A* 
A* ■ 


dt 


ìK’dvo 

IO* 
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Sostituendo questi valori nelle (IO) risulterà ; 


(11) 


Se poi si pone 


3fc'*a;ji r' 

A’ ,\/i+X’m)' V I-hX 'io* 

f ' 

A* •' ,(lH-X’tc*)ìVTTr5iò* 

3*'*Yp . I to’dw 

o\^1-4-X*tO*il-t X'’h)‘ìÌ 




va'tlvD 

V'l-t-X*w*V 1-t-X‘ic' 


si ottiene con facili riduzioni 
d.XF 


ft.ÀF p\ 

~1T~J 7 


lo'dw 


.(1 -t-XV)? I-hVio* 

d.X’K p' tc^rlw 

.Vh-X*w'(1-1-X'*io‘ì: 


c le precedenti equazioni si trasformano in 

nat 3*'Vr- • 7 

' A> ’ A» dX ’ A> dX' ■ 

li. Proponiamoci ora di trovare il valore del potenziale di una massa di unifor- 
me densità rinchiusa nella superHeie (1) rispetto al punto esterno ( a , f ). In 
questa ipotesi si ha 


/3* f’ 


c quindi T<0 quando t=0. Crescendo t da questo limite sino ad oo , T crescerà 
di valore, ma continuerà ad esser <0 sino a che t non verifica l'equazione 


(13) 


0= 


a» T» 
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Questa cqiianionc aniinctlc sempre una radice reale clic rende 0 i trinomi 
A*+t, B*+/, C’+t. Ed invero essendo A<B<f-, se per brevità facciamo 


A‘-l-/=A'f, 

B*-i-<=A*().*h-(,) ; C*-t-t=A‘(X'*-t-<,), 


la (13) si cangia in 




a’ 


fi' 


— A‘.=0. 


Quindi siccome per t,==0, viene iI>(<,)=-4-oo , e per <,=-t-ae viene '!'((,)= — A’; 
cosi veramente la (13) ammette una radice reale , che rende >0 i trinomi A*-t-t, 
B*-t-t, C.’-t-r. Se dinotiamo con t, questa radice , sarà T<;0 da t=0 sino a t=t ; 
e sarà 0 ^T<1 da <=t sino a ( =x . In questa ipotesi avremo 




it di “e senusenuT 


du 


Ma per T<0 si ha 




scnusenuTritt 


du. 


f 


senueosuT 


(fu=0 , 


e conseguentemente anche 


/ " senusenuT . 


Quindi nella supposizione che il punto (a, <y) resti fuori della massa p, il potcn 

ziale è dato dalla equazione 




la quale si traduce in 

V=rABCp\ ^ 




a* p‘ 

’ A*+< B*-t-< 




J- V’(A*-t-f)(B*-t-/)(C*-l-f) 
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ragionando come si 6 fatto nel n° 13. Laonde se poniamo 


(U) 


W=itABCp| 


/ a* S' -r» \ 


e dinotiamo con V, , V, i valori del potenziale secondo clic si riferisce ad un punto 
interno od esterno alla massa attraente, i valori di queste funzioni saranno ciò clic 
diventaW quando nella (li) si pone o=L ovvero o=c. 

DaM'cquazione (H) si deduce die le componenti dell’attrazione di p parallele ai 
tre assi delle coordinate sul punto esterno ( a, i8, f ) sono date dall* equazioni (1 0) 
cangiando il solo limite inferiore zero in r negl' integrali , che quest' equazioni 
contengono. Inoltre se si pone 

A 

«"1= — r ■ 

V'A'-f-V 


c quindi 



xe*dtc 

Vr+X V Vì+X'*id 


avremo nella stessa ipotesi 


(13) 


d* V p. 

A> ' ■ 


dAF, 3 A'Vt 

A> dk ’ ~ A* dX' • 


É degno di esser notato che ui, è il rapporto del semiasse minimo dell' ellissoide 
che termina la massa p al scmias.se minimo dell’ellissoide confocale che passa 
pel punto (a, 

1S.° Cerchiamo adesso il valore di W quando la massa p è raccolta in un’el- 
lissoide di rivoluzione; e supponiamola primieramente compressa. Essendo in ge- 
nerale A<!B<^C , faremo B=C ; c ponendo per brevità 


(IC) 



di 



dt 

(c’-+-»)*v' A‘-?r 


troveremo che la (14) si trasforma in 


(17) 




Quindi il problema è ridotto a trovare R ed R'. Dinotando con u> una novella va- 
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riabile che verifica la condizione 




si ottiene manirestamentc (v. il n* H) 


^ 2 pV, w‘du 2 ic’dw 

“py , f+X'’u>* ’ ~T*J , {I-+-X'»»’)* ' 


Questequazioni si trasformano in 


R'= 


Vie. 


'A’r'l-I-V'it-,* A*X' 


, if'O 1 

1 « 

l-t-X‘*<oJ 

r "Àv 

di” 

_ 1 




Dunque quando la massa (i è raccolta in un’ellissoide di rivoluzione compressa si ha 


(18) 



\r — 

yj 


2a* 

A»X'* 






1 -i-V‘ic,' 


•)l- 


Pel potenziale relativo al punto esterno faremo o=i. Se poi il punto (a, p, y) è in- 
terno alla massa p, per avere il corrispondente potenziale basta porre t= 0, to,=1 , 
in questa equazione. ' 

Allorché I' ellissoide di rivoluzione che termina la massa p è allungata , il po- 
tenziale ad essa relativo può dedursi dalla (18) nel seguente modo. Se invece di 
supporre A<B<;C supponiamo essere 4>’B>C, l'equazione (li) non cessa di aver 
luogo; e per conseguenza è vera anche la (18) supponendo B^C. Perù in questa 
ipotesi X'‘ diventa quantità negativa, e nella (18) bisogna sostituire iX' alla quan- 
tità X'. Così facendo troveremo 


3 I /»* dt ?a* / 1 ,, \| 


3 p*-t-rV 
T’* A’X' 


<r t/F 

(laretja'«,-^-^)]. 


Ora dinoti p un arco qualunque, e sarà 


1 —itgp' 


« 
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Da questa equazione si trae prendendo i logaritmi 




-hiig/) 

ilgp 


onde ponendo p=arc<ji>.'io,, viene tgpz=iVv, , ed 

-arctoiAio= — ip=ll/ — — — 

1 ■' r l-Vw, 

Sostituendo nella precedente espressione di W avremo pel cercalo potenziale 


(tn) 


CAPITOLO IV. 

Àliraiionc <lette masse sferiche , e dei cilindri ad asse infinito 
di densità uniforme. 


17.” Le rurmolc clic porgono i potenziali delle masse sferiche , e dei cilindri ad , 
asse inliniln, quando la loro densità è unifornic , possono agevolmente ricavarsi 
daircquazionc (ti) del capitolo precedente. E per cominciare dalle masse sferiche 
supponendo che 


sia l'equazione di una sfera, nella quale è racchiusa una massa di densità unifor- 
me, la funzione W relativa a questa massa si otterrà dalla (ti) ponendovi A=B= 
C— -R, cioè si otterrà dall' equazione 

dove per brevità si è posto 

R‘+/=A , 

Ora si ba in generale 

t l^\ _ J_ il' 

J XAy/r iVa / v/r”**3aVa’ 
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onde avvertendo che per /=0, t, x si ha rispettivamente 4=R’, /*, x, risulUt 


( 2 ) 


V(=2rR*p- 


2it/* 


V,= 


4aR“p 

31 


Se con R, si dinota il raggio di una sfera concentrica alla precedente , 
V.l'l i potenziali della massa che in essa è racchiusa, si ha 

V*W=2tR.»p-^P . V.C)=-^p. 

supponendo che la densità ed il punto (a, y) rimangano invariati. Quindi 
R„<R risulta 

(3) V'4=2#p(R*-R,*) ; V'.= 


c con 


se 


I primi membri di quest' equazione sono i potenziali dello strato sferico di spes- 
sezza R — R,. Inoltre dinotando con p. la massa di questo strato si ha 



(R’-Ro*). 


LL 

Laonde V’, è ind. pendente dalle coordinate del punto attirato, e ^ '^'oè un 

punto collocalo nel vano di uno strato sferico di densild uni/orme non patisce al- 
cuna attrazione, ed un punto fuori lo strato è attiralo come se la sua massa fosse 
raccolta nel centro. Questa legge non à punto derogata se la massa proposta sì 
compone di strati concentrici di densità uniforme , la quale per altro varii se- 
condo qualunque legge da strato a strato. 

Per determinare il potenziale del punto (a , p, f) quando fa parte dello strato 
sferico, dinotando con U questo potenziale avremo evidentemente 


U=^R*-+-^f-2i:pR,*. 


Imperocché il punto predetto può supporsi collocato sulla superficie di una sfera 
concentrica alle precedenti e dì raggio =f ; e quindi come interno rispetto allo 
strato di spessezza R — /, ed esterno rispetto allo strato di spessezza l — Ro* 

18.° DaU'equazìoni (2) ricavasi 


(*) 



irp 

rfV, 

ila 


da 

d\\ 

-te,, 

dV. 

dp 

d^ 

dV, 


d\. 

dy 

3 ^ ’ 

dy 


--Va 

3i* 

3P ^ 

-■^R*t; 

3/> 


i 
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e derivando ancora una seconda volla 


(“') 


da* 


4itp 


d*V, 
■ d?" 



OaV/*)!»* 


d*V, i)rp 

(7p^ ~ 3‘ 

d*Vj irp 

df ir 


d’V, 

iyg* 

d’V, 

,/Y* 


= 3^'’(3.S’-nR’ 


Supponendo il punto attirato sulla superficie della sfera, $' identificano tanto i se- 
condi membri delfc(|uazioni (2) quanto i secondi membri delle (4). Non accade lo 
stesso dei secondi membri delle (5) poiché in tale ipotesi risulta 


d*V, d'\, 4i:pa’ </*V, rf*V(_lrp?* d'W, d'V, 4!rfY* 
;Ì7 da' ir" ’ -7^ dp' ~ Il ' dy' df* “ H* ’ 


Le derivate del sccond' ordine del potenziale della sfera non variano per conse- 
guenza con legge di continuità , allorché il punto attirato passa dallo spazio in- 
, terno della sfera nello spazio esterno. Vale lo stesso della funzione A’V. - 

19.® lai proprietà, che abbiamo ravvisata nelle masse composte di strati sferici 
concentrici di uniforme densità , cioè di attirare come se fossero tutte raccolte nel 
loro centro comune , è senza dubbio rimarchevolissima. É pregio delf opera inve- 
stigare se questa proprietà ha luogo soltanto nell’attrazione secondo la legge New- 
toniana , o se si verifica nell’ attrazione secondo qualche altra legge dipendente 
perù dalla sola distanza dal punto attirato. 

Se dinotiamo con r il raggio di una sfera che ha il suo centro nell’origine delle 
coordinate, con 6 l’angolo che que.sto raggio fa con la retta l, c con u l’angolo che 
il piano (fr) fa con un altro piano fisso condotto per la retta /, l'elemento dilTeren- 
ziale ds di questa superficie si ha dall’equazione d*=r*scnO(/d,fi.) ; ed il potenziale 
di uno strato infinitamente sottile costruito su questa sfera è 


V=pr’dr ^ ^F(D,senOdOdw , 

dinotando D la distanza del punto attirato dall'elemento dpi dello strato medesimo, 
cd F[D) una funzione ignota della sola variabile D. Siccome le integrazioni indicate 
nell' espressione di V si debbono estendere ai limiti w=0, (.j=2t; 0=0, 0=ìt , c 
D non contiene io, cosi potremo anche tradurla in 

V=2r.f r*dr J FfUlscnOdO. 
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Ora supponiamo clic la massa dello strato fosso tutta raccolta nel suo centro; se il 
punto attirato si trova nello spasio esterno, il valore di V debb’esscrc ancora 

V=lTpF(Or*f/r 

Laonde per determinare la funzione F sì ha l’equazione 
2F(/)=y’F{n)scnfl,/9 , 

la quale sì traduce in 

(6) 2/rF(0= y'F{D)DdD 
se si osserva che 

D’=f* — 2r/cosfl+r*. x 

Se per compendio dì algoritmo si pone 

(7) f F(n)i)(/D=q-;D; 

essendo />r ed estendendo l' integrazione ai predetti limili viene per 0=1 . 
D=f — r , c per 0 =t viene l)=f-f-r. Quindi la (6) diventa 

2/rF(0=+:/-4-r)— +(/— r). 

Ma si ha evidentemente 

»•) 1= <H/— r) I 

J[frF(/J=2rF'(/)+WP(0 ; J[/rF(f;|=0. 

I,aondc per ottenere la funzione F si ba l'equazione semplicissima 

slH-»’ 

dalla quale ricavasi 

( 8 ) fì /)=5 - t - y . 

dinotando P, Q due costanti arbitrarie. Quando poi il punto attirato è nel vano 
dello strato, il potenziale V deve essere indipendente da i, onde ponendo che G sìa 
una costante sarà 

2Glr= f F(D)DdD 

l'equazione della quale deve ricavarsi F. Or siccome nella presente ipotesi l<C.r , 
così viene 

2Gfr=il(fr-t-f) — <]i(r — f). 
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Derivando questa equazione rispetto ad r si ha 


2G: 


l 


Or questa equazione deve esser vera qualunque sia l , purché abbiasi /<r ; ondo 
sarà vera anche per l~0. Essendo dunque 


lim:' 




risulta manifestamente iJi”(r)=G ; 4'’(r)=Gr-(-G,. Ma dalla {") ricavasi ij;'(r)=rF(r). 
Dunque 

rF(r)— Gr-t-Gj , 


e conscguentemente 


F(r)=^H-G. 

r 


Questa equazione s’idenlilìca con la (8), se ad r si sostituisce l, c si pone G,=P, 
G=.-0; onde tanto se il punto attirato è fuori dello strato , quanto se è nel vano 
dello strato, il richiesto valore di F(D) è dato dall'equazione 



Siccome per D=oo devo svanire il potenziale, cosi per questo valore di D deve 
svanire anche F(D). Quindi Q==0, ed FiD) è inversamente proporzionale a P come 
nell'attrazione Newtoniana. Dunque nella sola attrazione Newtonianasi verifica che 
gli strali sferici di omogenea densità attirano come se le loro masse fossero rac- 
colte nel centro. 

20.* Occupiamoci adesso delle masse cilindriche ad asse infinito di densità uni- 
forme. Siccome l'equazione dell'ellissoide si trasforma in quella del cilindro quan- 
do uno dei semiassi si suppone infinito, così il valore di W che risolve il presente 
problema si ottiene supponendo nella (li) del capitolo precedente una delle Ire 
quantità A, B, C. infinita. Quindi ponendo p. es. C=» nella predetta equazione 
viene 

(®) W=rABpl V A fi ^t) ; 

J. V(A*-+-t)(B*-t-r) 


c l'equazione della superficie che limita questa massa diventa 


A* 
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Pongasi adesso 

a V(A*+«)(B* -(-<)’ 

e si avrà evidentemente 

t dQ di 

À dk ~ J cr (\«.-M)V(A‘-i-0(f>’+‘) 

i do d( 

B “ dB y " V (A‘h-PìB*-(-0 

Sostituendo questi valori nella (9) risulta 

<"> ''-’“<o4s+f3 

Quindi il problema si riduce a trovare la funzione Q e le sue derivate rispetto ad 
A c B. Sia 

B>A , B'— A‘=A*A’ ; A'-+-l=\‘«' . 

cd avremo evidentemente 

B*h-«=A(*A«-(-k>*) ; , '^‘ — =‘iKdic. 

VA*-t-< 

Laonde con facili riduzioni verrà 

r <“ -s = 

V(A*-t-0(B*-t-0, y V'a’h w’ a a / 

e sostituendo per ic il suo valore 

/■ . y i. . 

y V/(A--t-<)(B'+0 V Vb5=I5 


Se dinotiamo conQ, il primo membro di questa equazione troveremo dopo alcune 

riduzioni 

dO, 2A I /bM^< dQ, ìB I /¥Tt 

dA “B>— A*!' A*-t-f ’ dB B‘— A' f h'-i-t 

I valori di ^ — si ottengono ponendo l=x in quest’ equazioni , e sottraen- 

dk dB 

donc i risultati che vengono ponendovi t=a. Quindi avremo 

dA'^B*— A*\ y dB B*-A*V V H'+J 
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Il valore di Q però =ac, come risulta dalla (12) ponendovi t=x . Onesto risultato 
dimostra che W è infinito, il che si oppone a quanto si i dimostrato nel num. i. 
Nella stessa dillicollà si è imbattuto il Dt'launcy cercando di risolvere con altro me- 
todo questo problema (*) 

Per togliere questa dilFicoItù l’illustre Matematico osserva che le proprietà ca- 
ratteristica del potenziale si è di verificare l'equazione 


d’W 


rf'W d’W „ 

-I— =0 , 


dgr di' 


— ìtp 


secondo clic il punto attirato è esterno ed interno alla massa altracntc. Onesta 
equazione nel caso nostro si riduce a 

Ora c evidente che se questa equazione è verificata dalla funzione W quando ad 
essa si attribuisce il valore (9) , lo sarà anche se W è data dalla equazione se- 
guente 


W: 


dinotando K una costante indipendente da a e /3. Laonde se si pone 
o.= àt 

J VV(A’-+-l)(B’-)-0 <-h 

eseguendo l'integrazione risulta 

- 

-Vì+lL V'b=— A' -1' 


( 


I— 

A*-+-z B'-i-t ) 1 

1- <H-K^ 

V'(A’-i-/j(B’-t-() 


> 


0. 




I valori di 0 corrispondenti a l=<r , (=» sono in questo caso 

.V'B’-f(z-+-V'F+^l 


onde risulta 
; 13 ) 


.jr ^ , 

[V'<r + K Vb‘— A’ J |VlP— A> | 


Inoltre essendo nella stessa ipotesi i valori di quelli stessi che prece- 

(lA uB 


(*) V. il Giornale di Liouville tomo IX. anno 1641. 
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. rfO </y . 

(lenlemenic si sono olteniili , rimangono invariati anche i valori di Qiiin- 

dX dB 

di il potenziale W continuerà ad essere rappresentato daH'c(| nazione (1 1), purché 
però il valofe di Q si supponga dato dalla equazione (13). La presenza della co- 
stante arbitraria K nella espressione di W fa vedere che questa funzione non è 
monodroma. 

21." Dall'equazione (11) si deduce 

da F=F\ y AMT' 

[(4) 'Wd inADa/g / |/a‘-+-i7 \ 

d^“ B>— .V V y B‘+o‘ 
dW 


Dunque qualunque sia la posizione del punto attiralo rispetto al cilindro ad asse 
infinito , la componente dell' attrazione parallela a questo asse è nulla. Or se il 
punto attirato si suppone esterno al cilindro si ha «r—O, e le (U) diventano 

dW irltpa dW AtAp? 

da ~ A-t-B ’ d/3 ~ A-+-B ' 

Ouesf equazioni hanno luogo anche quando il punto attirato si suppone sulla su-' 
peificic del cilindro. Ed in tal caso ponendovi A=rXB s'idcnlincmo con quelle tro- 
vate da Laplace trattando della ligura dell' anello di .Saturno. 

Allorché il punto attirato si suppone esterno al cilindro bisogna supporre 
nellc (U) dinotando la radice dell'equazione 


(15) 


a’ 

X’+a 


0' 

B‘-+-(t 


che rende positive entrambe le quantità .A’-t-ir , B'-t-o-, Da questa equazione ri- 
cavasi primieramente 


onde sostituendo nelle (li) risulta 

dW irXp r . I 


-(16) 




Inoltre ponendo ip=A*-+-o, 'w’=B'-4-ff , /'=a'-l-/3’ , *'=B' — A*, la (15) si tra- 
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dure successivamente nelle due seguenti equazioni 
dalle quali si deduce 


o=— O^jVs ; ««— 

S=(k‘—lV-hiofk'={k'+e}'-i0V. 

B'+» - /J*= ^ /3’)+ ; V(k'—ì"i'-hka:k‘ 


avvertendo che 
Quindi avremo 


=i(**+a*+/3*)-l- i V' ;3'J'+4a-/3* . 

Se si pone 

r-t-E'=/t*+a*— /3’ ; 2 V V {k'-ha'—fi'y+ka’ff , 


si ottiene con facili riduzioni * — u’=2ai0i; e per conseguenza 

e=jJ;a+/30‘-+-*’j 


Dunque avvcrtemJù che risulta 


VB'-<r-/3-=jj/ 


-**2 


Cosi pure troveremo 

A«+»-a*=j(r-a*- 


la quale equazione mediante la trasformazione precedente porge 

V'A‘-t-e’-a«= 

2 





Sostituendo questi valori nelle (IC) otterremo le stesse, formolc trovate da Laplace 
con altro metodo nel capitolo VI del secondo tomo della Meccanica Celeste. 


Digilized by Google 


)( 33 )( 


CAPITOLO V. 

Allrazi<ine iti una massa omogenea terminala da ima qualunque 
su].erfuic di 2." grado. 


22.° L' cqiiaiiimc ili una supcrflcie di secondo grado riforila a tre assi rettan- 
golari paralleli agli assi di figura putì sempre tradursi nella seguente forma 

fi,i* + n,!/’ + -t- 2(i,z -è 26j!/ -I- 26,: — 1=0. 

Se i sinilioli x, y, s dinotano non .solo le coordinate dei punti della superfieie , ma 
anche le eiHirdinatc di un punto qualunque della massa contenuta dentro di essa, 
posto 

— w = n,.T* + (T,y* + Oji’ + 2b,x + 2ti,!/ + 2h,: - 1 , 

la riiniioiie o svanirh quando si riferisce a' soli punti della superficie sles.sa, ma sarà 
diver.sa da zero per gli altri punti. Avremo dunque per un punto qualunque della 
massa attraente 

loK + r’iji = u t- la’ -t 1- f’j — 2 (a’ji f <i,u) x I- (4 - «,u) 

- 2 (5<!> -I- 6,«) !/ -K^ - n,ii) y’ 

- 2 (fiji + h,u) z + (^~ 0,11) . 

Ora sia per brevità di algoritmo 

» 

jj = u 4- (a’ -f + Tf’; <|i 

<1 = (i}i - n,«ì ,i’ - 2 (a’^ i bfUjx 

•h = ('!'- Ot«l '/ -- 2 ['éif -i fi,u] <j 

<h = ('i' - - 2 (~i)< I b.u) z : 

identificando q con toc’ -|- 2ctc , bisogna supporre 

«i = x, t» = 4-0,11. c = - (a4 + fi,ii) ; 

e quindi si ha ,/r, (ne^i 4- fi,M)’\ 

r e’ tfx = J ~ e ~ + - «■« ^ 
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I.ii soamliid ili (I,, K, 6. risprllivanii'nlc orni f. li,; e posiia roii n,, f, fc. 


ri fa Inirre il.i questa rqiiaziunc i valori ili 


I’ c’Mly,[' 


•■’mI:. Se ilumiue si pone 


li r (°‘l' * (r! > I- ^ ! M'* _ „ 

iji - «,ii iji - «,ii iji - ii.ii 

i 

)) “• R r; M - icji . 




- 1l<^ 


- «ili 


e eonsefruentemente 



l|, - ((,X 

( 



’> - «J« 

(k’o, 

. . bjli\ 

i ) 

- 

ò - 0,'U 


c''”''’(i4i 


V - r* j " 

“ * 0 « L, i«) i'ì' - »j«) i'V - 

Ora in questa equaziono si muli u in — ii . e si ponga i/l -ii , 

^ , a’ii, + lai), - II,’/ 

1 I u,l 




I 2?l>. - li.’l 

1 4 (1,1 

l’n- 4 i?Tf II, - li j’l 
I 4 «ni 


(ti. 


fiella siipposizione ili 0 < T < 1 troveremo 


^“l'tl - 'VI 


Tilf 


(t!) 


,l)(l i (1,1) (1 4 (ij/) 

come risulta dal § l‘2. 

23. l'a (luesta equazione possiamo apcvolmente ricavare l' espressione del po- 
lenzìalc del paraboloide ellittico. Se si |sjnc «, = 0 , li, = 0 , li, = 0 si ottiene 
dalla (I) 

!*.*/!. V«/l . 

(tt); 


T = 1 - b, (2o - b,t) 
onde ponendo per brevità 


1 + 0,1 1 4 11,1 
ll = (l + 0,1) (1+0,1), 


la 12) si trasfonna in 

V = t? r [ t - 2ab, -I li,’l - 

•^/o l * ' ' 1+0,1 1 1 Ojll 


(il 

VTi 


('0 
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.vuoici»’ si siiiipoi»’ T — 0 si h:i 


)( :!■•> )( 


0 = l-2at. hb,H- 


■uu 


Y*»s 


I ‘ 1 + lU ’ 


« nella siippuHizionc di T = 1 si ottiene 


0 = -:at, + 


1 * n.l 1 r «jl 


(«) 


Quest' criunzioiii porgono i limiti , che debbono rimpiazzare fl ed » nella espres- 
sione di V, Jla vuoisi osservare ehe la (C) unimctte sempre una radice reale > 0 , 
poiché nella equazione del paraboloide ellittico pué srtnprc supporsi é, > 0 , e nc- 
ce.vsariamcntc debbono essere positivi n, ed rij. L'equazione (ó) perù non sempre 
può ammettere una radico reale > 0 ; ma l' ammette necessariamente quando ha 
luogo la condizione 

•2aù, -I- ^>(1, i y’o, - 1 > 0 . 

il che accade soltanto allorché il punto attiraU) é posto fuori della massa attraente. 
Quando poi il punto attirato fa parte di ipicsta massa si ha 

' iah, + + f’flj — 1 < 0. 


Siccome però il primo membro di questa ine(|uaziune é il valore di T col sogno 
mutalo, che corrisponde a I — 0 : ne conseguita che lo zero può rimanere uno dei 
limiti dell' integrale (1) , allorché si cerca il potenziale risjietio ad un punto in- 
terno. .Vdunque nel caso del iiaraboloidc ellittico il valore di V si può tradurre in 


V 



2aò, ( ò,*-l 


I • tiJ 


IJ'L 

1 a f,j(J V 11 ’ 


( 7 ) 


■linotando v, la radice reale e positiva dell’ equazione (5), e v, lo zero ovvero la ra- 
dice reale e positiva deUa (.ò) . seeomlo che il punto attirato fa parte della massa 
attraente, ovvero è posto fuori di »ssa. 

Se nella presente ipotesi poniamo 

OjlP^l. »,('»= 1. 

f oquazione (T) diventa 

V = rp U’i; [t - . Ò.V - ^ 

dove II, = ili* -r f; f<'* 1 t). Quindi suppo.Uo 



(il 

v'»,’ 


( 


le componenti deli' attrazione del paraboloide eUillico secondo i Ire assi delle cour- 
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■liliale si hanno tlall’ cr|uaziuni 

X = -2n(i,fDCl>; V = 2;:p3c|jjj; Z - 2r ^ ■ 

11 A'alore di P ft stato trovato nel §. 20.” 

21.“ Ritorniamo al caso ^onerale , e ccreliianio (inalo debba essere il valore 
di V iiiilla ipotesi che gli assi delle coordinale non siano paralleli aj^li assi di lijruru 
dello sferoide. Se la massa attraente e terminata da ima siiperlieie di 2.^ grado 
fornita di centro, collocando in (|uesto punto l’ origine delle coordinate, l'equazione 
della predetta supcrflcic può tradursi nella forma 

I s"» -r Fy> + 2Ga'i' + 2U'x'a' + W'x'y' = 1 , (9) 

dinotando con , y' , z' le coordinate parallele ai nuovi assi. Ora si sa che le Ire 
radici dell' ciiuazionc 

V-h, 0" , G' 

G" ,F'-/i,G =0 
G',U,F'-/i 

sono le inverse dei quadrali dei semi-assi della supcrlleie stessa, per guisa che 
avremo l' identità 

F - fi , G“ , G' 

U" , F' - h , G - (h - a,) Ih - «,) Ih — <ij 
G' , G , F “ — /i 

Ponendo per brevità 

A,=.F + F' fF" 

.1, FF’ ! FF" r F'F ' - G» - G * - G 
"■ .1 j-FF'F''-FG’-F'G'>-F’'G"* + 2GG'G'', 

c sviluppando i due membri della precedente identità troveremo 

n, fo, ; = (Ili) 

Inoltre siano 1 , m , n ; I' , ?«' , n' ; l" , m" , n" i coseni degli angidi che gli assi di 
figura della supcrlleie formano coi tre assi delle coorduiate i',y',s', c sarà 

I = W H- Hiy' + Hi' 1 

y = l'x’ -t- m'y' -p n's' > (11). 

I = l'V -P m"y' -r H’'i' J 
Se questi valori si sostituiscono in 

0|^ ' ni!/’ -| I , 
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t-lii: i> r(:i|uaiii)iic di'lla sii|ii'rlUtio rifiTila a' tre aaai di li^iira, avriaiio dal pariit’oiu! 
delio svilup|io ilid primo nKaiiliro di i|ui.'sta L-c|uu 2 Ìuiii; col primo mciMliro della (*.)' 
le relazioni qui appresso notate 

K =«,l* ; 0 = rt,nm + (tjWtV e Ojtit"»" 

F' = 0 ,»*’ MijTrt'* a- Ojni"* ; G'=(i, In i u.l'n’ f Ojrn'' 

F"— n,7«’ 4- I- «jn"’ ; G"- n, lui I- n,l'ii4' t 

Ora se si avverte che 

r'= wm' — nt’n ; m'— u t' — Ti't ; u"— Im' — l'iu 

[' = m"ii - mn" ; vi' = n"l - ni" ; n' = l"m - Ini" 

l -vili" - ni =uT'— »T; n = l' ni"— l'ut', 

dalle (12) si trae agevolmente 


(i;i) 


p 

=rf" 

-G« 

= u,n, I'-'* r(i,n,I'* in,Ujl’ 

p' 

= FF" 

-G-» 

= o,n,m"* + « 3 <i,ni'» q o,o,ni» 

I>" 

II 

_G"» 

=ai,Ojn"» 1 Ujii, II'» + «jUjH» 

Q 

= G'G" 

-GF 

= n,o,ni''n" q o,o,ni'n' q n,u,inn 

Q' 

= GG'' 

- G'F' 

= n,n,rn" qn,n,rn' +at(i,lri 

Q" 

= UG' 

- G^'P' 

' = o,o,l"m" q n,o,rin' q u,o,lin 


l'remessc ipieste cose sia 


S = . 




(li) 


1 t «if ^ 1 + Ojt 1 + (ij* ■ 

se per a, ?, f **' pongono quelli valori clic isirgono le (11) quando questi tre 
sinilioli si sostituiscono ad x, i/, c nello stesso tempo ad x' , i/ , si sosti- 
tuiscono i simboli o' , p', y' , troveremo 


S = 


+ (o-» + 'f' + ■{’») (A,(* + A,/) - XI 

li 


dove per breviti si i posto 

= Fa'» q F'g'» + F 't» + 2 Gf'y’ + 2 O'a’y’ + 2 G"o'?' , 

X = 4 - ^')u" i Tf'n")*-t UjO, (aT + fin’ i-f'n')* i OjOjla'l ! fm' Mf'n)’- 

In seguito delle (13) quest' ullima funiàoiic si traduce io 

X = Pa'» I- P'f » i- P"f’» q. 2 Q ?Y + 2 IJ'a'T' + 2 Q 'a'f , 
e. dalle (10) si trae 

II - 1 i A,H Ajl»; A,(». 
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Qiiiiiili la rmiziimc S riaiiKa osprossa piT i cm-nicic.iili ilclla (8) p por Ir coonlmatr 
a’, y'- Soalitucmiu nella espressione di V, ed avvertendo elioT = l-Ssi ottiene 




<j. Ha’ • &'• 4- Y"l(A,t» 1- .\,t; - Xll ^ 

Il J v' li‘ 


rlic 6 U potc'nr.iale rieldesto. Questa espressione ili V è dovuta a Diriclilet. 

2à.' fi preghi dclf opera geiieriifiziare questo risultato , rd estenderlo al po- 
tenziale lU mia massa terminata da una qnalunipie superllcie di 2.° grado. Se nella 
eqnaziono 

U|j* i n,!/’ t i 2 f),x (- 2 + 2 — 1 


si soslitniseonu. L valori di x , t/ , : tulli dalle (II] , c si paragona il risultalo di 
questa sostduzionc con l' equazione 

Fx’’ ! F'y’’ t F’'x'* >- 2 lli/’i' d- 2 G'i’s' - 2 (i'Vy’ f 2 U' f 2 Vtj' | 2 L"a' ;= I 

elio è r equazione della superflrie riferita ai nuovi assi, troveremo n, . ii, , n, espressi 
in funzione di F, F', F", 0, G', G" come prceedentemciitc alibiaino trovalo, ed 
inoltro 

b, - Li + L'm + V'n 
b, = I.r + L'ni’ + L"n' 
il, = LI" + L'm" + L"n". 

Quindi risulta 

?ab, - b,U = 2 (fa' t- my t tiY') (LI 4 L'm ^ L"n) - ;LI i L'm ( L"n)-( 

2 Jiq — b,’l = 2 (Fa' I vi'y + n’^’) (Li' + L’m' + L"n') - (Lf - L'm' -i V'ii /H 

-7^’j ~ Vi = ^ (i’ !■ "‘"e" ’* T ) i*-i ' ^ - (LI" i L'm” -i L 

Ora la (I) può tradursi in 

^ , ( 2aò,. I.,«l , 2?f.,- VI 2YÒ,-V t | 

) I )• (»,t 1 + 0,1 1 t Ojl l‘ 

Il valore di S è quello stesso elio nldiiamo trovalo qui innanzi, e quindi indi- 
pendente dalla direzione degli assi coordin.ati. Ponendo jioi per compendio di al- 
goritmo 

2s if.,-Vt 2?f.,-yt 2 yI>,- VI 

1 + 0,1 1 + 0,t I + Ojl 

se si riducono i fratti allo stesso denominatore , c si dinota con ,N il numeratore 
della frazione risultante , si olticnc 

N ^2K ■ K.t I K,d i- K,(>, 
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ildti; le (iiianlil;\ K, K, , li,. vcrilleaiio le seguenti equazioni 
R = ab, I fi, + vftj 

K , = 2 (n, + (ij) ai, + 2 («, f ri.) ( 2 {a, I n,) f Iq - 6,» - /,,» - b* 

K, = 2(n,<7Aa + r.,flAf + n,"AY)-iK i «JV (-(". ! «jlV i (<'. 

Kj = fl,o,6,* ( Oin,!),* • ri,fl,fc,». 

Ora con facili riduzioni si trova 


R = La' + I.'f' i L"f' 

K, = 2 (>.a' ! X'f' + V’Y) - L* 

Rj = 2iiAa' f |i'g' i ii"ir')-A,r» , r, 

Kj = L’I‘ + L'M'' i l."M>' r2M.’Q" i 2U,"Q' | 2L’1."0, 
quando per brevità si pone 

^ =(Ai-F)L-l/(i"-I."U'; n =I,P ( 1/y " ) l,"Q' 

X' = (A, - DI,' - LO" - l"C ; |i' = I.'P' 1 LQ " i L"g 
X"=(A,-F",I,"-LG'-L'G; p"=:|,"P"| LQ' hL'O 
l'* = L» + L*» + L"> . 

I’, = L’F + L'n' + L "•F" - 2 LL'G" + 2 LL"(]' + 2 L'L"G. 
Quindi avremo 

2RrK,l + R,(’ • K,t> 

Il ’ 

c l'espressione del potenziale sarà 

, i}i i 2R I M( + 

n " isTn’ 

riovc per abbreviazione di scrittura si è posto 

M =(a'» f f'» + Y'*)A,+ R,-X 
Al, = fa'’ - ?'« + t’)A, + R,. 

CAPITOLO VI. 



Teoremi ili iVitc-Lnurin , tV Irunj c ili Sewlun. 


20. Se poniamo 


P = yAlt€? 


nell'equazione (14) del capitolo III, avremo 

iL_^\ 

4 ; » \ A» -I ( I t* + tj 


III 

vii 


| 7 ), 
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rhi nomlii per li il valurr r.llriliuitiile iifl n.” 12*. In ipioMn raso p: (• la massa ter 
minata JaU'cllisKuitlo, la rui cipiazioiir ù 

A* li* r* ^ ’ 

Se / è un'altra massa omogenea c della densità p' tcrnliitata dall' ellissoide, 
x'i ,/■* ='* 


TT + TFr + T; 


■ = I 


(3). 


p rnn W sì dinota riò elio diventa W iiuandn si riferisee a qviesta srronda ma.s.sa. 
sì ha 

rie 


w=^^r.(x-^ ?! 

4 / » V A'* + t' U * + t' r« t IV V 11' 


(4!- 


jnirrliè il punto atliralo sìa lo stesso. Sircome nella (I) il limite inferiore e è zero 
^ (®> ?! T) “ interno risjictlo a p, ovvero fc la radice dell' equazione 


7* 


A» t t 11* + » (;• 


= 1 


- (3). 


elle, rende positivi i trinomi A* + l, D’+l, C*^-l se il dotto punto è esterno rispetto 
alla massa p allracnte; così anche sarà o, =0, ovvero eguale alla railice deH'equa- 
zinne 


1 + 


?• 


f’ _ 


A"» + r ^ if« + 1' c'« + 1' 


che rende positivi i trinomi .V’ + l’, C’-H', .sceomlo rhe il punto [(z, f 

è interno od esterno rispetto alla mussa p'. Ora se si avverte che ponendo A''-A’-A*, 
ir»-ll>_A'«. C'*-C*--A”» si ha A'*+l'-=.\‘rA’rl'; B'»f «Vll’fA'*+r; C’-C* I A ”» 1 1 
potremo tradurre la (2) in 

W' - 7» \JlL ... 

T;>A A' + A« rt' 11* I A'» + l'"0« + A"*rl'/\ll',' ' 

dinotando II', ciò elie diventa II’ in seguito di questa so.sliluzione. F, la (1) diventa 




A*^A»il’ li*-A'» + 


I' <•* ^ À"» ^ t' ^ 


( 8 ). 


Mlorrhè rellis.soidi (2) e (3) .si suppongono conroralì, .si ha A = i’.= A". In que- 
sta iivilesi ponenilo A’ ff’=t", requazione (8) si traduce in 

nZ wt 


A* ) I" 11* + 1 " i;« H r 
e la radice di questa equazione che rende positivi i trinomi A’i l". B’ t I", C’ ■* t" 
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f- <|iiflla stnasa, cIir kì ottiean ilalla (5) c rcmlc pusilivi i trinomi A’ + (, H’ + 1 , 
('• + I. Ili altri tcnnìiii in questa ipotesi viene o'^o. Inoltre la (7) diventa 


W’V A* i r 


li» + (" 


V« 

ctVt j vii" 


(«). 


dove U" = (A’+('; (II* (C*i I"). Ma rinterrale deltnilo clic contiene, questa espres- 
sione i identico con quello die si contiene nell’ espressione di W. Laonde essendo 
(a, y' punto esterno, risulta 



(10!, 


e per conseguenza II segnente teorema: t j.olenziiili ili due muitse omogenee ter- 
minale da due ellissoidi confocaU, è reUilhi allo slesso punto esterno, sono pro- 
porzionali direlUtmcnIe a queste masse. Questo teorema è dovuto a Mar-Laurin. 

Se dinotiamo con l-' cd F' le tdlraziuni dello masse p c p' sul punto (a, g, y) 
esterno rispetto ad entramlic, e con f, g, li-, f, g\ li' gli angoli che le loro dire- 
zioni formano coi tre assi delle coordinale si lia 


1 Feosf^A's^j^: Fros# F eoa li = A’* , 

(II) ' 

( 1-, /» ...dY' , ,„dA' ,, ,„d\' 

L cosf = A-» — ; F rosa = A ‘ ^ ; F ' cosi.’ 


Iiiiiiqne avverti mio alla (9) si deduce cl.c queste forze sono proporzionali olle unisse 
Hspettire, ed hanno In stessa direzione. 

27.' Siano X, Y, 7. ; X', A"', le coinponeiili rispettivaniente di F cd F' paral- 
lele ai tre assi delle coordinate, ed nvreaui in seguito delle (lOj cd (It) 


X Y _ Z _ p 
■X'" Y'“Z' "p' 


(l?t. 


Questo risultato ha luogo qnalunqiic sia la distanza del punto esterno {a, y) dalla 
«•perllcio che termiinim le masse p c p'. Ora supponiamo die la supcrllcio (2) rac- 
rhiuda dentro di se la superGcie (I), e che il punto (a, y) collocato sulla prima 
di queste superficie: è diìaro che l'eqnazioni (12) seguiteranno a sussistere. Dun- 
que le componenti dell' attrazione di due misse terminate da due ellissoidi con- 
focali su di Il io stesso punto som anche proporzionali a queste masse, se il detto 
plinto rimane eUerno ad una di siffitle superficie e si trova collocalo sull' altra. 

‘2è.‘ Se, il punto (»i>?i,Til si suppone interno rispetto allasuperfldc (3). F c- 
quazione (9) diventa 


V'i 



hL. _Xll_'l-C. 

.V* f r ii* + r“c» + /v\H"’ 


e dinnl.indo con X,, Y,, 


7, le componenti ddF attrazione par.illde ai tre assi delle 

C 
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cooriliiiatt*, hi lia 


X, 


3A'«lt' f~ <»" Sk-t'/r /•• 

2 j . (A* + l"ì ili" ’ ' • = 2 o (11’ <■ r-j \ II' • 

7 r __ 

2 ‘ f I") \11"‘ 


Siccome pl intcprali contenuti noi secondi membri di qucsfc(|iia 7 .io:ii non dipendono 
dalle coordinate del punto attirato, ne conseguita clic se la mosso allraenle rimane la 
medesimo, ed il punto atliralo rimane dt-nlro di esso, le eomponenU dell' nitrazione 
variano proporzionnimenic alle coordinate di questo punto. Laonde se. a',, f',, 7 ', 
sono le coordinate di un altro punto interno a p', ed X',, Y', , Z', le componenti 
dell' attrazione di questa massa sul dotto punto si attiene 

_X| _ _5i_ _}i_ ^!_ Yi_ 

x'7 - a', ’ V', - f', ’ 'z', “ y, ' • • 


tjiicst’ equazioni non cessano di esser vere se la superficie ellissoidale che termina 
la massa p’ passa per imo dei punti (a, , f, . 7 ,), 'a', , . 7 ',), 

Allorcliè il punto (a, p, 7 ) coincide col punto (a, , , 7 ,) e si seguita a supporre 

che la superficie ellissoidale die termina p' passa per cpiesto punto, si ba 

X' = X, , Y' = Y, , Z’ = Z,, 


e quindi risulta dalle (12) c (13) 


X _ pa Y _ pj_ _Z _p7 

X', “p a'i ’ Y', Z', “p' 7 ',' 


jU'. 


Supponiamo adesso clic il punto (a', , f', , 7 ',) interno rispetto a p' sì trovi collo- 
cato sulla supgrflcie clic termina p: se questo punto è scelto per modo clic le sue 
coordinate verificano requazioni 



(l.'i). 


requazioni (lY) diventano, se ? = ?', 

X _ Jl^ _V_ _ J. AB 

X', “ ll'C' ' Y', “ A'C" ’ Z', “ A li' 


(IC), 


In quest' equazioni è contenuto il famoso teorcina d'Ivory, che può essere enunciato 
come segue: se due masse p, p' di rgiial densiu't sono lerminaie da due ellissoidi 
confocali, e su queste due superficie si scelgono due punti per modo che le loro 
coordinale verificano V equazioni (13), la componente deli attrazione di p sul punto 
e,slerno parallela ad uno degli assi di figura sta ali omonima componente deU'nl- 
Irazione di p' sul piinio interno, come il prodotto degli altri due semiassi della 
prima superficie sta al prodotto dei semiassi omonimi deli altra. 
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Siippuui'mlo omoU'Udiu lo duo Huporlicio (2) c (3), e puneiidu 
A' II' C' 


ìt. 


A “ 1) ~C ~ 
si lui clidontemoiilc ;ì' = — ' f AUl'/i’ 

^ i)(“’ 4-) 

c ipiiiidi dinotando con II, il cponkicnto di ;i*, la (i) si traduco in 

a>+ì; ifi-i; c, 

n* n* II*' 

Allorclió il punto (a, fj si suppone interno alle due masse p.', si ha e = 0, 
o' — 0, c quindi 

'■''rTi, v'ii <*') 

avvertendo che 


Il primo membro dell' equazione (17) è il potenzialo della massa limitata dalle duo 
superlleie omotetiche (2) e (3), rispetto alle quali c interno il punto (a, f). Dun- 

(pie il potenziale di uno strato di imicria omogenea limitato da due ellissoidi 
omotetiche relativo ad un punto posto nel vano dello strato é indipendente dalle 
coordinale di questo punto. 

rUuotando con 1', il primo membro della equazione (17), risulta 

_:,^p (n.-1)dt . 

■ " i . V li 


ed essendo la funzione contenuta nel 2." mcuibro di questa equazione indipendente 
da *. f. se ne deduce 

^ n 

da ~ d'} ~df~ 

I)um|uo uno strato di materia omogenea compreso fra due ellissoidi omotetiche 
non esercita nfciina attrazione su di un puuto dovunque collocato dentro il vano 
dello strato medesimo. Questo teorema è dovuto a Newton. 

30." I tre teoremi dimostrati in questo capitolo possono stabilirsi con altre con- 
siderazioni, c quindi si può rannodare ad essi tutta la teorica dell' attrazione delle 
masse omogenee terminale da superficie chiuse di 2.“ grado. 
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Due (muli ij, :] (x\ y', z'j presi rispellivameiite sulle suiicrilcie l2) e (3) si 
(lieoiio corrisfiomlmli se le loro cuortlinutc vcrilirano requazioni 

dalle (piali si trae 

ilx 

•T 

lira se si premio sulla supcrlìcie (3) un punto 'r', , c si conpiuiioi: eoi punto 

{r.tj.z) della (2), tlinotanilo con D la distunta di ([uosti due punti si lia 

. Il* = (x - x',i‘ > {y - !/',j* r (s - a',;*. 



ItiuianciuU) (j', y\ z') punto della siiperliric (3) c corrinpuiulmle del punto [x, y, z) 
della siipcrfific (2) , sia (j, . y, . a,) il punto di questa supcrlìcie die corrisponde 
ad (.r'i , y',, a',); detta D, la dislariia dei due punti (x", y', z'j, (x,, y,. 3,) avrcuia 
aurora 

r),* = (x,-x';* Kl/i-W')’ t 


Ura essendo in sentito delie (IH) 


» AV, 

. y’i 

lì y, 


" 11 

, A'x 

’j' 

li'y 


■'Il 


<■'-1 

C 

Cz 

’ C • 


otterremo roii fardi riduzioni 


He le due supcifiric (2) c (3), si.suppoiij'ano ronforali, si ha A*-A'*-li’- IV*: ìC*-C"*. 
VJuindi avvertendo clic i punti [x, y. i) , (x, . y, , i,) appartenoono alla aui ciricic 
stessa, risulta D - li, ; c rciidesi inniiifestu II .«rpueute lei rrina : la tlislcnza di dua 
punti geriti ad arbitrio su due rllifgoidi cim furali igiiaylia la distanza dei laro 
punti corrispondenti. 

Ciò posto iimiiaginiainn clic due strati ellìttiri di', di'' influilauientc sottili, e 
terminati ciascuno da due ellissoidi simili. Inoltre sui>poiiiaino che le siipcrfiric die 
terminano il primo strato siano ronfoei.li a quelle die tenninano il secondo straDi, 
c die Teipiazioni delle superlìde esterne dei predetti strati siano rispetlivamcnte. 
(2) c (3). Dividiamo la massa del primo strato di' in clementi iniliiiluuienlc piccoli 
pdxdydx, c l'altro strato in rleinenti inrinitaiiicnte piccoli p'dx* dy' da' : siccome a 
- ci iscun elemento del primo strato si può sempre far corrispomlerc un demento di 
di’' COSI si avrò priuiieranicntc 

dx dy dz - dx' dy' dz' 1 1 'J 
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Si'el^'iisi iiillii siipcrUrie (3) un punto (a, ?, ^) e si coiigiuiiga con liascimo itogli ele- 
menti Oi iM’ inediaiile lineo retto: dinolamio con D lina di ipicsto retto, sarà 


V 


( ilx thi (ir 

= ^j— TF- 


( 20 ) 


it potcniiaic di di* rispetto at punto (a, Tfì- Sidla' superficie (2) sì trovi it punto 
(a’, J', f') corrispondente iti (a, ’f) : se con U' si dinota la distania di (a', t(') 

dall’ elemento p' di' <ly’ dz' di di*' clic corrisponde a p di dy dz, avremo pel poten- 
ziale di (iiiesto strato rispetto al punto (a', J', f’) la seguente espressione 


V’ = P'/ 


f di' dy' dz' 
D' 


.Ma 11' 1) ; onde in seguito della (20) risulta 

— dx' di/ dz': fj dx dy dz (21), 

Ora dei due strati di’, di*' rimo è compreso nell' altro. Se dum[nc supponiamo la 
stiperllric (2) interna rispettò alla (3), avremo il seguente teorema: il polenziah 
di imo sirulo cUillico in/indiioien/e toltile rispetto mi un punto interno sta al po- 
tenziale di imo tiralo eltillko infinilamenle sonila rispetto mi un punto esterno, 
come stanila fra loro le rispettive masse, purché i due tirali siano confocali, ed 
i punti nllirali siano punti corrispondenti delle loro superficie esterne. 

31.° l'cr un punto p collocato comumiuo nel vano dello stralo d!*' meniamo una 
retta a piarinicnto: è chiaro che su rpicsta rotta io due superficie sìmili, elio linii- 
tano lo strato, taglieranno due segmenti eguali tra loro. l’oidiè l'attrazione che una 

k'^d'JL 

massa elementare (lualumiue dp esercita su di un punto 6 m* - , ovvero t'* ? dD do 

come risuKa dal n.° 3.° è ehiaro che le attrazioni dei due elementi dello strato di*, 
collocati all' estremità della predetta trasversale sul punto p saranno eguali c con- 
trarie; 0 <|uindi la loro risultante sarà nulla. I.o stesso risultato si ottiene per ogni 
altra posizione clic può prendere la trasversale girando intorno al piiiitn ji. Quindi 
r attrazione, che uno strato di materia onmyenea limitalo da due ellissoidi simili 
ed infinilamenle ricinc esercita su di un punto collocato comunque nel suo tono, 
è nulla. Le componenti di qiie.sf attrazione parallele ai tre assi delle coordinate sono 
proporzionali alle derivate del potenziale corrispondente prese rispetto alle coordi- 
nate del punto attirato. Queste derivate sono per conseguenza anche nulle, ed il 
IHitenzialc è costante. llun([iie il polenziale di uno strato iiìfmitamenle sottile ed 
omogeneo terminalo da due ellissoidi simili, se si riferisce ad un pillilo comun- 
que collocalo nel vano dello tiralo, !; indipeiulenle dalle coordinale di qiicslo punto. 
Questo risultalo riassiiitic il teorema di Newton. 

,\nclic raliraiionc di uno stralo di maleriu eterogenea e di ipiaUmquc spessezza 
su di un punto collocalo ruinunqiie uel suo vano è nulla, se le superficie clic lo 
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liniilaiiu !>uno diiiituidì simili, e ti i'cin]iune di strùli il Qnitaii:i>iitr sottili in riascimo 
dfi quali la densitii ù costante e le supcriicic limiti sono cllissuidi simili alle pre- 
cedenti. Questo tcorrina è una centeguenra in. mediata del precedente. 

3t!.“ liisullu dal teorema di .Xewtun c dall" equazione (21) che due strali ellit- 
tici di'. dV, ciflsr/icu'uiio di materia omngeima e covfnrali Ira loro, hanno i jio- 
tenziuli V, V, relativi allo stesso punto esterno direttamente proporzionali alle loro 
masse. Iniperocelió siano A,, lì,. i semiassi della superficie che limita esterna- 
mente (IP,; sia il potenziale di dP' rispetto al punto (a',, ,f'i) corrisponde 

ad (a, g, y) sii questa suirerficicj e suppongasi dP, interno a dP' : avremo 


V, : V, f' j di’ d>j‘ dz‘ : f , j da’, d;/, d:,. 

.Ma V', = \' pel teorema di Newton testò diiuostrato. Dunque in seguito della (21) 
otterremo 

V : V, -pj dxdj d: :p,j dr, dg, dz, (22). 

Hipctcndo lo stesso ragionamento fatto alla fine del n.“ 22." si deduce da (pie- 
sta proporzione che (e attrazioni di due strali ellillici in/lnitamenle sonili e con- 
fornli su di un punto esterno sono proporzionali alle masse degli strali, ed hanno 
la stessa direzione. Inoltre allorché il punto (a, J, y) percorre la superficie esterna 
di dP' ovvero la superficie (3) , il punto («', f', Y') percorre la superficie (2) ovvero 
la superficie esterna di di’. In altri termini se a. g, y si considerano come le coor- 
dinale correnti della superficie (3), anche a', J', y' saranno le coordinale correnti, 
della superficie (2). Ma V' è costante per tutti i valori che possono prendere le 
coordinale e quindi anche costante È V in seguilo della (21). Dun(|iic es- 

sendo V funzione di a, y, (lucste coordinate verificano anche P equazione V = co- 
stante. La superficie di livello del potenziale V adunque s’identifica con rellissoidc 
che passa per (a, P, y)< “ confocale alla superficie esterna dallo strato dP. a cui 

appartiene questo potenziale. F, però avvertendo a quanto si è detto nel n,° 3." ri- 
sulta chiaro il seguente teorema : Y attrazioni di due strati ellillici infinilamenla 
lottili e confocali fra loro sullo stesso punto esterno sono dirette secondo la nor- 
male condotta per questo punto all' ellissoide confocale che passa pel punto me- 
desimo. 

Dall' e(iuazioni (19) c (22) si deduce 


V 


f.A.fi.C, 


Se r, r, sono i potenziali di due altri strali infinitamente sottili c confocali tra loro, 
e si riferiscono allo stesso punto esterno (a. g, y); p, Pi le loro densità ; n, b, c ; 
n, , 6, , e, i semiassi delle loro sujicrficic esterne , avTemo pure 

_ pabe 
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Qiiesla P(|iiazioiip si tiailuic in 




se le siiperDcie esterne ili questi strati sono rispcttivanieiile simili alle siiperfieie 
esterne di di’ , di’, ; onde risulta 


V ,v 

' + i' = — i-.rrr (' I 

fi -^1 B|l I 




K piu iteneridir.eiite ir suro didi due lidenii di rgual numero di strati ronrneali 
ed iniìiiitamente sottili, nel primo dei quali le superficie limiti sono ellissoidi simili 
alla (3), e nell' altro le superfieir limiti sono ellissoidi simili alla (.1), si ha 


IV = 


fABC ■ 


Ora suppongasi ehe questi due sistemi di strati formino due ellissoidi pieni limitati 
rispettivamente dalle superficie (2) c (3] , è chiaro che si ottiene il seguente teo- 
rema : due corpi' omogenei lerminali dn due ellissoidi cunfocuU Imunit i polen- 
;mli rehuivi allo stesso punto 'sterno proporzionali direttamente alte loro masse, 
che sappiamo essere il teorema di Mac-l.anrin. 

33.“ Se dal punto (a , ^ , f) esterno rispetto ad una massa omogenea terminala 
dalla superficie (2) si mena una trasversale , c si dinotano con B , I), i segmenti 
rom|iresi fra il detto punto ed i punti dove la trasversale incontra la superficie, in 
seguito dell' equazione (G) trovata nel rapitolo I.“ si ha 



Similmente se dal punto (a' , J' , Yì interno rispetto ad un' altra massa omogenea o 
della stessa densità della precedente , la quale b terminata dalla superficie (3J sì 
mena una seconda trasversale, c si dinotano con B' , D’, i segmenti compresi tra 
il punto (a' , , f'j ed i punti dove questa retta incontra la predetta superficie , 

avremo 



Allorché i punti (a , J , (a' , , f') appartengono rispettivamente alle superficie (3) 

c (2) e sono corrispondenti fra loro , ad ogni posizione della prima trasversale si 
può far corrispondere la posizione della seconda trasversale : per guisa che si avn'i 
J) = D', I), = I)', . c 

li: (ly : dz'i/g' = CB : C'B' 


per tutta l' estensione 


dei due sommatori precedenti , e per cm'cjuenza 


^ . dV 

da ■ da' 


rn : C'B'. 
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Siiiiìhm'ntc avremo 


(IV tlV 

.(? = iiy 


AC : A'C', 


(IV , 
iFf ' <lf’ 


HA :.n'A', 


nelle quali rquazioni it coiilcimfo il teorema crivory. ' 

l'oissoii Ila osservalo clic il Icorciiia d lvory c vero non solo nella ipotesi dell'al- 
Iraiionc Newtoniana, ma anclic (piando l’ attrazione si suppone proporzionale ad una 
funzione qualunque della distanza. Kd in vero sia F (I>) la funzione della distanza , 
a rui è proporzionale l' nitrazione, sarà 






dalle (piali equazioni si dedure 


(IV _ 

(la ' da' 


= cn : C'It' 


ripetendo il ragionamento clie lesti aliliiamo fallo. 


CAI’ITOLO VII.» 

Ap]ilkazimie dei teoremi jireeedenli al calrolo dell' attrazione di nn ellissoide 
jiiejta di materia omoyenea. 

3i.* Si deduce dal teorema di Mac-Lanrin clic quando si hanno die strati el- 
littici iiiruiìtanicnte sottili c eonfueali fra loro, e la superUeir esterna di iiiiu di essi 
passa ]iel punto (a, f , 7 ) esterno rispetto airallro, basta saper calcolare l'attra- 
zione del primo strato sul punto predetto per ottenere imiiiediatanicnte l'attrazione 
del secondo strato sullo stesso punto. In altri termini mediante il teorema di .Mae- 
I.aurin l' attrazione di uno strato ellittico su di un pmitu esterno è data, i|uandu 
è (lata l'attpazione di uno strato eunfocalc, la eiii suparllcic esterna passa pel detto 
punto, sul pillilo nicdesiino. Ora questo secondo problema, seguendo le tracce di 
Cliasics, può risolversi nel segnenle modo. Siipponiaino che degli strali di’, di’', il 
primo sia interno ri secondo; clic l'ecpiazioni delle loro siiperiìcic esterne siano le 
(2) e (3) del capitolo precedente; e che (piesf ultima supertlcie passi pel punto .at- 
tirato (a,p, 7 ). Siano q',(/', i segmenti, che le superllcie da cui è limitata di” ta- 
gliano su di una corda R' cundutla pel punto attirato: essendo qnc.stc superficie 
simili ed inderinitainento vicine, sarà q' = (/',, c le attrazioni dei due clementi del 
detto strato posti all' estremità della conia avranno per risiiIUinte 2/i'*pq'da, essendo 
forze cospiranti. La proiezione di (piesta risultante sulla normale alla superficie (3) 
condotta nel punto (a . p , 7 ) è etidentemente 2 /. ’’?(/' cos'yda, dinotando il' l'angolo 
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che essa noriiiiilc furma con la corda K’. Ma f/'cosij»' eguaglia la porzione della stessa 
normale compresa fra le due superllcic che lìmilano di’'; onde dinolando con d.V 
questo segmento, la liudtantc predetta si può esprimere anche per 2k'’f d\'da. Se 
R' c I’’ dinotano il rag'gio euulutto dal centro della siiperneic (3) al punto 
c la perpendicolare condotta dallo stesso centro sul piano che tocca la supcrlìcie 
(3) nel detto punto, sarik dX': dU' = I’': 1!'. Quindi posta dF'^SV’pdX'do, sarà pure 


dF'=2/i'*? 


FdR' 

R' 


di ; 


e r attrazione F’ di tutto lo strato si avrii dalla rr|naziunc 
2/.’»pP'dR' P* , ■U'»i:sP'dU' 


Questa forza ò diretta secondo la normale predetta. Le sue componenti parallele 
ai tre a.ssl delle coordinate si ottengono moltiplicando rispettivamente F' per 
,P' sp' vp' 

— “ g's'’ ~ ' coscnt degli angoli formati da P' con questi 

assi. Laonde denominando dX' , dV' , d/.' queste minponcnti, .avremo 


d\ — il, ,.pa \ 




(IV r= . 


ir*ir 

,,,, P’MR' 


;i). 


•ir / 


Per ottenere le attrazioni dello strato dP sullo stesso punto (a,3,f) non bisogna 

ABC 

altro che moltiplicare i secondi mendiri di questa equazione per ■ ^ . 

A u O 

35.* Proponiamoci adesso di trovare te componenti dell' attrazione di un’ellis- 
soide piena di materia omogenea su di un punto esterno (a , J , ir) , c sia 


A* B» 


+ ^.= 1 


r equazione di questa supetTieic. Dividiamo la massa proposta a strali intlnitanientc 
sottili per mezzo di supcrll( io simili alla (2) , e dinotiamo con a , 6 , c ; a — d<i , 
b — db , c - de 1 semi-assi di due superficie che limitano uno di questi strati. Siano 
poi a' ,b' ,c' , a' — da' , b' — db ' , e' - de' i semi-assi delle supcrlicie che limitano 
lo strato confocale al predetto strato , e la cui superllcic esterna passi per (a, y). 

Le componenti dell’ attrazione di questo secondo strato sul punto in sc- 

7 
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(luitD delle (Ij sono 


tiX' = -4;;'* -pa 


ci'K' 


,r’’dK' 

a 1 = — 4 “ cci 

b'sK' 


i/Z' = - 4 4'* rp-f 


c'‘H' 


Dinotando dunque con <IX , di' , d't le componenti dell’ attrazione dello strato cliiuso 
nelle superficie de’ semi-assi n , (j , c , a — dn , /) — db , c - de sullo stesso punto 
avremo 

dX = -4A'* 

no c « ’ Il 


dY = -4b'»rp? 


ube P'=dll' 
n'b'c' b'Mt' 


(ibe P'MR’ 
dZ = - 4 -7J7- 




' n’b'c’ e'*U' j 

Ora essendo confocali le due superllcic de.’ semi-assi n , b , c ; n' , b' , c' , c dovenilo 
quest' ultima passare, pel punto (a , g , fi , se si iionc n'* = a* + j>, b’* = i*-|^}), 


- }) , avremo l’ equazione 


-= 1 . 


( 4 ) 


n* -t- p b* + p e' T p 

Siano I , r , l" Rii ang(di che U' forma coi tre assi delie coordinate ; ed essendo 
a = U’cos(, p = IV cosi', f=; IV cosi", «luesta equazione si traduce in 


/ c os»t , cos*t' , cos*l” \ _ 
\n* + p ' b’ + p c* + p/ ~ 


La variazione che subisce R’, quando rimane costante la sua direzione e si passa 
dalla superfìcie (4) alla superfìcie infìnitanienfc vicina e confocale , sarà per conse- 
guenza data dall’ equazione 


2 dlV tip 
R' “p'i- 


Sostituendo nelle (3) avremo 

dX = — 2b'’ z^aiibr 


,lp 


( 5 ) 


di = -2/.'’ -pjnbc 


(n‘ I p) \l iu= p) (b* -r Pi (c« I Pi 


(b’ r p) \ V + P) (<<' + Pie* + l'I 


dZ ^ — 24'* "ff obe 


,lp 


(c* -i p) v'l«’ !- p) (b* + P) (c* + P) 
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Allordiè si suppone a = h\, = c = /iC, tutte l' ellissoidi simili alla (2) 

e comprese dentro di essa possono esser rappresentate dall' equazione 


sT* V* 

A» '■ ìt» 


C» 


= /**, 


facendo variare h con Icpgc continua da zero sino all' unità. Nella stessa ipotesi se 
si pone p = /[•( , la (i) diventa 


A« + t B» + t C> t I ’ 


(fi) 


e si trasformano le (5) in 




ill 


rfY = -^fc>? 




(A« + t) \' Il 
(Il 


(B‘ ^ I) V li 
di 

(C* + 1) v'Ti 




supponendo per brevità II = (A’ f () (B’ + 1] (C* + () , ed avvertendo che p -It:? n-àc 

È evidente che gl' integrali delle (7) presi fra i valori limiti di I che corrispondono 
ad /i = 0 ed /i = l danno i cercati valori di X , A' , Z. Jfa jionendo /i = 0, h=l 
nella (6) si lia rispettivamente t = », t = v, dinotando v il valore di t che rende 
positivi i trinomi A’ 4 t , B* t I , C® + t. Quindi avremo 


X- 


■ ^A'®pa f 


(Il 


’ (A® 


il V 11 

■ì r j(p + Il ) 

2 ‘^‘Jrirt 


(Il 


(8) 


■(C‘ + 0 V 11, 

per le componenti dell' atti azione dell' ellissoide proposto sul punto esterno (a. fi, 
come più innanzi abbianio trovato. 

30.“ Dall' equazione (8) si passa senza dilUcoltà alcuna all' equazioni , che deter- 
minano r attrazione del proposto ellissoide su di un punto o collocato sulla sua 
superfìcie o nel suo interno. Quando il punto attirato {a , f , f) à collocato sulla 
superficie [2) , le sue coordinate debbono veriilcarc l' equazione 


A® 


+ ^ =1 
B® (■» 


la quale paragonala con la Ti' , dopo di avervi posto A = I . porge v = 0. Dunque 
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II' cotniionciilì ili'U' attraziuiic di tm' ellissoide piena di materia omogenea su di un 
punto della superQric stessa si avranno dall' equazioni (8) , ponendovi x = 0. Quando 
|K)i il punto (a , ^ , Y) si suppone far parte delta massa predetta, è sempre possibile 
di descrivere un'ellissoide simile alla ( 2 ) elio, passi pel punto attirato. Questa su- 
perllcic , i cui semi-assi supporremo essere Mi, , lì/i, , C’/i, , ove /i, < 1 . divideri 
la massa p in due parti p, , p, , delle quali la prima riempirà la superiìeic 


e r altra riempirà lo spazio eoniprcso tra que.sta medesima superficie e la super- 
ficie ( 2 ). Lo strato ellittico p, non eserciterà attrazione alcuna sul punto (a , ^ , 7), 
elle può eousiderarsi come |)osto nel vano clic rimane dentro di esso quando si 
toglie via la massa p,. Quindi le componenti dell' attrazione della massa p in questa 
ipotesi sul punto (a , J , 7) sono identiche con lo componenti della massa p, sullo 
stesso punto. Que.ste componenti sono 


X, ^ 
/,,= 


-I r. 


■'2'‘ 




jll 

(AV.,‘t-l)v'll^ 

i:l 

\li»/i,* ^ () vTiì 

ili 

(CQ,,» t /) v'iì; 


dinotando II, ciò che diventa 11 quando per A, H, C si sostituiscono Mi,. K/i,. i'h,. 
Se si pone I = li,' c con li’ si dinota ii prodotto 


avremo evidentemente 


(A* ; (') (li» + (') iCN r , 

' j " (A’ + l’i \ ir 


V, - 




.... r '7'' 
-'“(lì* - (') \ir 


Z,--"A'*P 7 


di' 

-'“(t’* 4 - 0 vll’' 


Ma gl" integrali eontenuti nei .seeondi membri di quest' equazioni hanno pii stessi va- 
lori degl' integrali contenuti nelle (8) (piando vi si |ionc x = 0. Pum|uc l' equazioni 
(8), quando v =; 0, porgono i valori delle componenti dell' attrazione, clic una massa 
omogenea terminata da un' elli.vsoide esercita sul punto (a. 7) 0 clic questo punto 

sia rolloeato su tale superficie, 0 che faccia parte della massa attraente. 

37 ." Soggiungiamo un altro metodo non meno elegante, e che si riatlaeea ai 
(coreini di Mac-Laurin c d'Ivory, per calcolare rallrazione degli sferoidi di secondo 
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grado. Se nelle due ei|iiazi(mi 


rt'a •>» "1 

+ V +!/.*+ v=/t- 




facriaiiio variare per gradi inltnitesimi h. .si ottengono due sistemi di superlìcie, si- 
mili; il primo sistema si compone di ellissoidi, l'altro di sfere, coni’ è evidente. 
Una superficie del primo sistema si dirà conjiifialu ad una superficie dell'altro si- 
stema quando entrambe dipeodunu da uno stesso valore di h. .Similmente diremo 
uno strato compreso fra due superficie infinitamente vicine del primo sistema essere 
coniugato ad uno strato compreso fra due superficie infinilauicnie vicine del sccomlo 
sistema, quando le superficie limiti del primo strato sono coniugate alle superficie 
limiti del secondo strato. Ora se si pone 




ogni punto di una superficie (lualunquc del primo sistema lia il suo conisimulcnte 
sulla superficie coniugata; ed ogni elemento del voluinc di uno strato del primo 
sistema è ligato al corrispoiulcnte volume elementare dello strato coniugato me- 
diante la relazione 

(fxtiy (/j = ABC dr, (fi'i (fr, (lUj. 


Inoltre si congiungano i punti corrispondenti (x, y, :) , (x, , y, , i,) eoi centro co- 
lmine delle superficie (9). Due piramidi infinitamente sottili , che hanno i vertici in 
questo punto, gli assi diretti secondo queste congiungeoti, c le basi sulle predette 
superficie, si compongono di clemenli corrispondenti; c quindi i loro volumi sono 
nel rapporto di .MIC: I. Il volume della prima piramide, che termina alla superficie 

dell' ellissoide, è * l’tlS, dinolando P la ficrpcndicolarc condotta dal vertice della 
stessa sul piano che tocca rdlissoidc nel punto (x, y, ed il volume della pira- 
mide che termina alla sfera è ^/l’do, dinotando ilo rclomcnto di superficie della 
sfera di raggio = I compreso in questa seconda piramide. I.aoudc 


PdS = ABC /l’ile (11). 

Ma (Le, t/y, do, = li’il/iilo , ondo sostituendo questo valore nella (IO), ed associando 
questa equazione alla (II) avremo 


dt dy dz = 


Pd/irfS 

h 


(fj). 


Quindi il potenziale di una massa ellissoidale di densità costante si avrà dall' equa- 
zinne 


V 


(iV dii dii 


( 13 ). 
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Se rcijiiuziunc della 
(liuuionc 


superfleie che tcniiina la muasa lii suppunc essere data dall e- 


a* T/* 

A« e* 


=; 1 


(li) 


1 integraziune rispetto ad h va eseguita fra i limiti /i = 0 ed 1. 
38.“ Se dinotiamo con 

f!! 'ZI • 

A * ' B'> ^ C'» “ 


(15) 


1 c<|i]azinnc di nirellissoidc confocale alla (1-4), il potenziale di una massa termi- 
nala da (picsta superneie, e della densith costante p, sarà dato dalla ecjuazionc 

A'BT'/YPdSd/i 

' "'^TnU}} ~W~- 

Le (|uanlità 1) e D' dinotano le distanze del punto attiralo dallo masse elementari 
f dx dy d:, f dx‘ dy' di'. Quindi avremo 


V V P ff/i lAPdSdà 
A li C' AUC ~ AlSCjJ VD' 1)/ h • 

Se le superficie (14) e (15) sono infinitamente vicine, supponendo D'-Dt ài), avremo 


\ \ ? f/I'Sndfid/t 

VAlltV ~ AbcJj /lU* 


(IC). 


Il teorema di )Iac-Laurin insegna che questa equazione si riduce alla identità 0-0, 
quando il punto attiralo e esterno rispetto alle superficie (14) e (15), allorché il detto 
teorema viene associato al seguente teorema di Gauss. 

Se una superficie chiu.sa S si proietta sidla superficie di una sfera di raggio = 1 
per mezzo di rette convergenti al centro di ipiesta sfera, la proiezione sarà-ta, —2-, 
0 zero secondo che siffatto punto si trova dentro di S, o sopra questa superficie o fuori 
<li essa. Imperocché se si dinota con (ND) l’angolo che la normale interna di S 
forma con la direzione, nella quale I) aumenta, siccome questo angolo é acuto od 
ottuso secondo che I) entra o sorte dalla detta superficie ; cosi avremo 

ido = ^cus (SD), 


come risulta dall' equazione (10) del rapitolo I. Allorché il centro della sfera di rag- 
gio 1, ovvero il centro della sfera o. é inieriio rispella ad S, il numero delle uscite 
di I) in ogni direzione, che può aver questa retta, eguaglia il numero delle entrate 

piò uno’i'onde la somma degli clementi ^ cos (ND) in ciascuna direzione di D 

eguaglia un solo elemento — dt, c però in questa ipotesi si ha 

- lt;=J'^cos;ND), 
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cstemlnmlo l' integrala a liiKa la . superficie S. Al contrario se il centro della sfera a 
giace fuori della superficie S , il numero delle uscite di D pareggia il numero delle 
entrate, qualunque sia la direzione di questa rotta; e per conseguenza la somma degli 

elementi —cos(.\D) corrispondente a ciascuna direzione è nulla, finalmente quando 

il centro della sfera g è collocalo in un punto di S, se per questo punto si conduce 
un piano tangente alla stessa stiperlicie S, la sfera g ne viene t.àgliata in due parti 
eguali. Kd in questa ipotesi alle direzioni di D comprese in una metà di g curri- 
sponde un numero di uscite eguale al numero delle entrate; ed a ciascuna dire- 
zione della stessa retta compresa nell’ altra metà corrisponde uii numero di entrate , 

eguale al numero delle uscite meno una. Dunque gli clenieiili ^|^cos(M)) eorri- 

spnudenti n ciascuna direzione di I) nella prima metà di g hanno per somma zero, 
e iielf altra metà hanno per somma — ih; e per conseguenza in tal e,iso 

-2r=|gcos(A'DJ. 


39.° Premesse questo cose, supponiamo clic S\ sia la porzione della normale 
menata pel punto {x, y, z] alla siiperlicie ellissoidale (9) compresa tra questa supcr- 
lieie stessa c la sua confocale iuruUt.amentc vicina; sarà 51) = — SN cos(.Ml), come 
può Terillcarsi mediante una costruzione geometrica molto semplice. Sostituendo 
questo valore nella (IC) si otticiic 


' V\ p rr P ros(N'D)5\ dS fi/l 
.ABC/ " AWJJ /iU> 


Inoltre supponiamo che 


t'* I/’’ i’* , 

A^t ìFTt ^ c^t~ ' 


(17). 


(18) • 


sìa l'equazione del sistema dello ellissoidi confocali al sistema di ellissoiili che cor- 
risponde alla prima delle (9). Il raggio R condotto dal centro delf ellissoide (9) al 
punto (x, V, i) . allorché non cangia di direzione c si prolunga sino all' ellissoide 
confocale infinitamente vicina, subisce la variazione ÒR che verifica fccpiazinne 

^R _ mj_ 

R - p» • 


Difatti ponendo i=RcosX, y-RcosX', g=Rcosà" nella prima delie | 9 ), l'i-U'eosX, 
j/' = R'cos).', j' = R'cosX'' nella (18), se I diventa 5( si ha 

■ B " I v* B* ‘‘‘ C*J /I» “ p« ’ 


avvertendo clic 51 è quantità infinitamente piccoha, c che in tale ipnlesi dev'essere 


R' = R -i- ÒR. Dunque essendo òX 


P5R 
■ R ’ 

ÒN - 


avremo 

1 A’ò/ 

2 P ’ 
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V soslitucmlu nella (17) risulterà 


1( iO )( 




Vabi'J 

'“TaTìc; 


( 19 ). 


Ora se il punto attirato è posto fuori la superflde (14), sarà esterno ancora rispetto 
a tutto il sistema delle superllrie che rappresenta la prima delle (9) faecmlo variare 
h da zero sino all' unità. In questa ipotesi avremo pel teorema di Gauss 

/■ros(M))(lS „ 

} iz* 

il elle eoiifenna ipiantu alibiaino detto nel n.° 38. 

40." Allornuaiido prò il punto attirato ò interno rispetto airellissoidc (9) si ha 


e la (19) si tradiire in 


/ 


cosi.\D) (/S _ _ 

Ut- ---4". 




( 20 ), 


avvertendo che T integrazione indicala nel secondo membro di questa eqiuizione deve 
estendersi ai soli valori di h, i quali determinano ellissoidi, rispetto a cui il punto 
attirato è interno. Dunque se /i, è il valore di h che, nel sistema dell' ellissoidi (9| 
determina la superficie che passa pel punto attirato (a. f), dovendo essere 


la (20) si trasfonna in 


ila è’ 

A«^ U« 


(■1 - "> ’ 


1- r. 




a» vt , 

\ABC; 

’ ABC L 

A* i:« c«J 


( 21 ). 


Questa eipiazione porge il riilore del pnlenziiile di limi imissii umoyenea limiUila 
dalla mipp.rficie 

a’ v’ 5’ , 

A' B* t:* 

c da uiin superficie ronfocale iiifiiiilamcnic rieiaa dirhn pel prodotio dei semiassi 
A, B. 0 quando il punto alliralo è interno. 

1/ equazione (21) non cessa di esser vera se ,\*, lì*, C’ si cangiano rispetti- 
vamente in A’ 4 t , B* 4 ( , C* 4 I ; onde ponendo come per il solito 

li = (A> 4 I) (B‘ 4 0 (C‘ 4 () , 

e mutanilo la caraneristica ò in d avremo 

SÌK V ÌI L A«+( 11‘ ' I C* : iJ 
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Inlcgl-andu fra i limiti ( = 0, f = x si ottiene 

(22, pi) _ (_L) = _ r jl r , _ ?!_ _ jli 

IK- ■'«nTIÌ*- a* j ( C* + tJ 

Ora si avverta clic se una massa è terminata da ima supcrflcic sferica , ed il punto 
attirato 6 posto dentro di questa superllcic, la funsionc verifica l' equazione 


V 

Vìi 


2aR„‘-jt:l» 

' K? ' 


2-IV-^xl* 


= 0; 


dinotando R„ il rapifio della sfera , ed I* il quadrato della distanza del punto at- . 
tirato dall' origine. Ma quando ( = oc , la superficie, a cui si riferisce (■^^) “ una 

sfera di raggio infinito. Quindi sarti 

c per conseguenza la (22) diventerà 

(23) V, = .àiic-p r Fi - -p- - -l!-] . 

Questa eipiazionc determina il potenziale di una massa omogenea terminata da una 
superficie ellissoidale relativo ad un punto collocato comunque nell' interno di questa 
superficie ; nè cessa di esser vera se il punto attirato è posto sulla supcrflric stessa. 

41.” Vediamo adesso come dall'equazione (23) possa risalirsi a quella clic de- 
tenniua il potenziale della stessa massa rispetto ad un punto esterno. Allorché il 
punto (a , J , f) è posto fuori della supcrflcic ellissoidale 


A» ^ lii ^ 0* 


(24) 


che termina la massa attraente , si può sempre costruire un' ellissoide che passi 
pel punto predetto c che sia confocale alla (24’. Se dinotiamo con .V,B',C' i se- 
mi-assi di questa novella superficie, c con V' il suo potenziale relativo al punto 
(a , g , f) , avremo iu seguito della (23) 



A'B'C'~ ''^Jo ViT*- A'*+t B'* + t C'* +|J 

dove 11' è cìiy che diventa II quando A, B, C sono sostituiti da A', B', C'. Ma se con 
Y, si dinota il potenziale della massa terminata dalla superficie (21) relativo allo 
stesso punto (a, f) si ha pel teorema di Mac-Lauriii 

3 __IL. 

ABO A'Iì'C" 


JT. 

/ 

>>■ 
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ónJc la prcccOontc equazione porge 

V, = ABCr? f 4^ [l - - r-^^ì • 

' ■ / 0 ^' 11 ' L A * -I ( B - -t- i t ■ r II 

Appartenendo i semiassi A.I!,C ; A',Ii',(V a due ellissoidi confocali, possiamo supporre 

A'*-A’=D‘-B* = C'»-C*=-:; 

onde se per brevità si pone v + I = I, , 

li, = (A’ l I.) (B’ + I.) (r* + (,), 

e si avverte clic a 1 = 0 corrisponde I, =t, ed a l = * corrisponde /, = =, avremo 
e ciò che vale stesso 

V =ABCr,r— fi- — 

• •j'Vii'- ami BMI t‘-rlj’ 

come altrove abbiamo trovato. Siccome la superficie de' semi-assi A', B', C’ passa 
pel punto (a, p, Tf), cosi 6 chiaro che v si avrà dall' equazione 


AM T B» e V e V 


= l. 


Questa soluzione del problema che concerno l'attrazione degli sferoidi omogenei 
di 2.* grado rientra in quelle date da Gauss e da Olindo Itodriqucs , ed è stala 
cosi ridotta da Caylcjr. 


CAPITOLO Yin. 

Teorema di Green. Attrazione degli strati di livello. 


42.” Siano U, Y' due funzioni delle coordinate x, y, z, e t.ali che non diventino 
infinite per alcun punto (a-, y. ;) di uno spazio C limitato da una superficie ebiusa 
e convessa S. Poiché dalla identità 


ricavasi 


(f*V 

<a> 


iL fu — ì - — 

dx \ dxj ~ dx dx 
fiV [ <!C (IV , f „ r(«V , 

I -T-= -,--7- + / U-rzd-T 

dx J dxax J dx^ 


(l): 


se nel secondo membro di questa equazione gl'integrali si estendono a tutti i punti 
comuni a e e ad una retta parallela all'asse delle x, il primo membro di questa 

(IV 

equazione sarà la differenza dei valori elio .ac(piista nei due punti d'intcrsc- 
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7.iuiie (Iella linea prcilcita eoii la superficie S. Ciò accade se C non olTic alcuna 
interruzione nel suo interno. Quando però C olTrc nel suo interno delle interru- 
zioni, ina queste sono anche dcterniinate da superficie chiuse c convesse ; il primo 

(IV 

membro della (1) 6 la somma algebrica di tutti i valori, che f — acquista nelle u- 

scitc della retta in discorso, attraversando C, diminuita della somma algebrica di 
tulli i valori, che prende la stessa funzione qcll' entrale della predetta linea. Dinu- 

‘ (iv 

tiamo una qualunque di queste somme algebriche con ^ conveniamo che 

e debba essere + 1 nello uscite della retta parallela aU'asso delle x che attraversa 
C, e — 1 nelle entrate della medesima retta. Siccome la (1) in questa ipotesi diventa 




(• I 


cosl moltiplicando per dt/ds, ed integraudu avremo 




d\ 


Se! primo membro di questa equazione le integrazioni debbono estendersi esclusi- 
vamente ai soli punti appartenenti alle, superficie che determinano C. l’er contrario 
le integrazioni indicate nel secondo membro vanno estese a tutti i punti di C. Tro- 
veremo similmente 


S'/i S =111 i £ ^ fJJ 1;^ 

Vz fj V ax dy =fjj dx dy dx +Hj V dx dy dx. 


Addizionando queste tre c(|uazioni si ottiene 

^s//u(g(lg(la,5(lz(i. + i'%V(l!/) = 
/•/(li: (IV dVd\ , (irdtIA , 


( 2 ). 


dove per brevitit si è imsto dq = dxdy dx. Ora siano X, g, v gli angoli che la parte 
esterna della normale condotta ad S, o ad una delle superficie S, nel punto (.c, y, :) 
fa con i tre assi delle coordinate; posto = dS T elemento supcrllcialc che trovasi in 
questa punto, avremo evidentemente 

di/ (I; = cosX (IS , (Iz (Ix = cos g dS , dxdg = cosvdS. 


Gli angoli X, g, v sono ottusi quando (x, y, i) è punto di^cntrata, c per converso 
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sono acuti qiianilo Io slcsso punto è punto di uscita. Ma nel priuiu caso s è riuaii- 
tità negativa, e nall' altro caso ì; positiva. Laonde il trinomio 

/ilV , , tIV , . i/V , , \ 

in lutti e due i casi si traduce in 

• /dV . (IV (IV \ 

I -7- COS A + -r- COS U + — C03 V I (iS , 

Vela- dij dzj 

o più semplicemente in jioicliè, dinotando con N la predetta normale, .si Ita 


COSÀ 


de 

“d.S ’ 


>hi 

C0S1A = ^, 


cosv 


'Il 

dy 


Ciò posto r equazione (2) diventa 


Mutando U in V e reciprocamente , il primo membro di questa equazione rimane 
immutato. Laonde .avvertendo a ciò che per questo scambio diventa il secondo mem- 
bro, sarà ])ermesso concbiuderne qiicst'altra c(|uaziuno 




(3). 


43.“ Supponiamo adesso clic una dello funzioni U, V diventi infinita in un punto 
(■■■o 1 I/o . s») di e, e cerchiamo come debba modilìcarsi la (3) in questa ipotesi. Sia 

il valore di U nelle vicinanze del punto (x„ , y „ , s„), e quindi 

r» = (i - xj* + (y - yj* + (z - z„)> 

Immaginiamo che col centro (x„ , y, , z,) e con un raggio piccolissimo v si descriva 
una sfera: è chiaro che la equazione (3) sarà vera per tutti ì punti di C, meno i 
punti contenuti in questa sfera. Perciò reciuazionc cercata sarà la somma detta (3J 
estesa a tutti i jiunti esterni alla predetta sfera, e della equazione in cui si cangia 

la stessa (3) quando si applica ai soli punti della sfera. Ora essendo b = i , r < v, il 

trinomio A’U è nullo nella estensione di tutta la sfera , poichd si ha , 


<15 1 , 3(x-x„)« (tnr_ 1 3fy-y,)« (TO .. 1 3(z-zJ» 

ic* “ r» H ’ dy» r“ I-* ’ (tz« r’ r> 

Inoltre se dinotiamo con A-T„ il medio dei valori di A-V, relativi agli stessi punti, 
otteniamo 

/vA’Vdq^An'J‘.^=yv’A*V,, 
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(■ssemlo ilq = r'drda. Fiiiala:cii(c cascnJo t(S = r’ih ni'llo slesso auibitu della sfera, c 
(fU dV 1 

■, v = T- = - ^ 
dS dr I > 


/uJi:dS = '§4.,, /vg<fS = -4.V„ 


dove , Vj sono i medi dei valori di ^ , V per tutti i punti predetti. Dunque 
r equazione (3) applicata a questi soli punti di C diviene 


4a 

y 


t'A*V. + ^te = -4aV„. 


Addizionando questa equazione con la (3) , e supponendo la pìccola sfera riilotta al 
solo punto {x, , avremo 




li) 


dove A'„ è il valore di V nel punto (x, , , sj. In questa equazione è contenuto 

il teorema di Green. 

4 4.“ Allorché U .si suppone co.stante, che per mafrgior semplicità supporremo 
= 1 , il valore di V, è nullo , perché U non può diventare iniinito. In questa ipo- 
tesi la (4) si traduce in 

Ora se V è il potenziale di una ma.ssa determinata dalla supcrlìcie S, a qualunque 
punto di questa massa la si rapporti , il suo valore risulta = — 4xp , dinotando p 
la densità della massa medesima nel detto punto. Quindi la precedente equazione 
diviene 

^ / Sa 

Ma J p(/q è prccìsaiiicatc la misura di cotcsta massa, che diuotcrenio con M; ondo 
avremo 

V/g-„s = -4aM. 

Dunque la somma dHle atlriizioni secondo le normnli ad una o jiiit superficie S 
che avviluppano una mussa M , rijuaijlia nel valore assolino la massa medesima 
molliplicala per iv. Se nella predetta suptirlicic noti é contenuto alcuno elemento 
di M, e \ é il poteuziale di questa massa, si ha 
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l’iù jjcncralmentc se poniamo U=- , cssemlo A*L'-0, la (’i) si IraOucc in 


di 




(3!- 


È utile avvertire che questa cquaiionc lui luosio qiiaiulo U iliveiita iiifiiiilo per uii 
parlicularc valore di (x , y , i) : nel easo opposto il secondo iiienibro è nullo. Laonde 
se per una jiarticolare ipotesi si lia V = 1 , risulta 


. li 


JjdS = 0, iz. 


secondo che il punto clic diremo pillilo origine di r , è posto fuori o 

dentro lo spazio C. Questo tforeina è dovuto a Gauss. 

l’n altro iniportantc tcomna , che dobbiamo allo stesso Gauss , può ricavarsi 
dalla (2). Supponendo U = V , i*V = 0 , la predetta cquaiione porge 




Se .alle precedenti condizioni si aggiunge quest’ altra , cioè clic V sia costante per 

(IV 

tutti 1 punti delle supcrflcic S , sarà generalmente = 0 , e quindi 


— — dV* _ „ 

dx* ^ dy* ^ d2* 


per tutti i punti dello spazio C determinato dalle supcrllcic S. Questa equazione 
non può esser vera se non che quando si ha — = 0, ^ = 0, ^ = 0, ovvcranicnte 

V cnstantc per tutti i punti del predetto spazio C. 

45.° Supiumianio adesso che nello spazio illimitato cd a distanza Qnita del punto 
(•fo ! I/o 1 -«) esista una sola superficie chiusa S : è chiaro che se Y 6 funzione finita 
e continua delle coordinate dei punti del solo spazio contenuto in S, avrà luogo la 
prima o seconda dell' equazioni (7) secondo che il punto (x„,y„,i,) è esterno od 
intcnio ad S. Ma che cosa diventano poi le predette equazioni, se V è funzione delle 
coordinate dei punti dello spazio illimitato posto fuori di S? Per risolvere questo 
problema osserviamo che lo spazio illiniitatu posto fuori di S può eunsiderarsi corno 
lo spazio contenuto fra la superficie S cil una sfera di raggio infinito che ha il suo 
centro in (Xo , y» , z„). In questa ipotesi il primo membro delle (7) diventa la diUc- 
renza dei valori che prende la funzione 


ldV|.„ 


( 8 ) 
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stilla siipertldc Jclla prcilelta sfera, c sulla supcrllcie S. 3hi nel caso della sfera 
sì ha <iS = r’ i/o ; onde essendo 



la funzione (3) sulla superficie della sfera di raggio infinito diventa 
-liin.^a (v + rg). 

Diunlando con T questo limite, l’ equazioni (7) diventano 


secondo clic V è funziono delle coordinato dello spazio illimitato posto fuori di S, 
ovvero dello coordinate delio spazio contenuto dentro dì questa superficie. 

■40." Per distinguere i valori, che prende V nello spazio interno ad S, d.ai va- 
lori che la stessa funzione acquista nei punti dello sp.azio esteriore a questa super- 
ficie, faremo uso dei simboli V,. , V,. Similmente dinoteremo con T^ , r, il raggio vet- 
tore r, secondo che il punto origine dolio stesso è interno od esterno alla predetta 
superficie. Ora dinotiamo con V, , V', due potenziali , clic lianno uno stesso valore 
in ciascun punto di S, sebbene questo valore possa varian; da punto a punto di 
eotal superficie, c che vcrifleano P equazioni i*V, = 0, A*V', = 0. Ksscndo V', fun- 
zione dello spazio esterno ad S, sulla superficie della sfera ili raggio infinito il suo 

valore sarà nullo, come pure sarà nullo il valore di r Di fatti sicguc dal detto 

nel u." I." clic le funzioni V',. r sono dell' ordine ^ , e sulla sfera predetta 
)■ = 00 . In questa ipotesi dunque l' equazioni (0) si traducono nelle equazioni seguenti 




le quali addizionate porgono 




(» 0 ), 
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se il punto uripinc J posto roorì iltlln superficie S. Se per contrario il punto ori- ■ 
yinc è posto dentro dì questa superficie, le (9) si traducono in 




le quali anche mercè l' addizione porgono 

J\dS dS / n ‘ 


(II), 


Ora supponiamo che il punto origine dì r possa percorrere tutto Io spazio indefi- 
nito. nel quale è stala descritta la superficie S, rimanendo Vj runzionc delle coor- 
dinate dei soli punti interni ad S , e V', funzione dei soli punti esterni a questa 
superfidc ; risulta evidentemente che 



ilV \ rfS 
tiS / r 


è lai funzione delle coordinate del punto origine di r, che pei jninli interni ad 
S riesre = ii:V, , e pei punii esterni riesce = iaV',. 

i7.' Nel n.“ 2." si e detto che la superficie di livello di una massa, il cui po- 
tenziale è V, 6 definita dall’ equazione V = rostantc; c che inoltre ogni superficie 
di livello è uno superficie chiusa. Or supponiamo che S sia una superficie di livello 
dì una massa M' posta dentro di S, c V, il potenziale di questa massa. Kssendo 
V, = costante in ciascun punto di S in questa i]>otesi, se dinotiamo con X questa 
costante, la prima delle (10) diventa 


[dV'^ 
) dS r. 



Ma il punto origine di r è posto fuori di S, e per conseguenza 



ed imdtrc essendo M' interna ad S si ha 
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V, 

ir 


j' i/r d» 

! ((N r. 


I/V 

((N 

ilV' 


i/S 


( 12 ). 


Ora siipponiamn clir in tutti i punti ili S si siano cmidiiltc le normali, e rlic dalla 
parte interna si sia tagliato su eiasruna normale un segmento infinitesimo t di graii- 
deiaa costante: fc chiaro che il luogo geometrico drtr estremiti di questi segmenti 
i> un'altra superficie chiusa S, contenuta in S. Belo spazio compreso fra le due su- 
perficie S ed S, si suppone ripieno di materia , la cui densili in ciascun punto 
d\' 

sia^-j^, cioi eguale all' attrazione che M' esercita su di S nel detto punto, si ha uno 

strato di lix'rlto secondo la denominazione introdotta da Chasles. La massa di questo 
strato, ed il suo potenziale rispetto al punto origine di r, sono rispettivamente 


dV' 

d.V 


silS , 


f d\” edU 
J dS r. 


L eipiazione (12) adunque dimostra che il potenziale di una massa rispetto ad im 
punto collocato fuori di uno strato esterno di lirello sta al potenziale di questo 
strato rispetto allo stesso punto, come la massa medesima sta alla massa delio strato. 

Se rimane inalterata la massa M' ed il punto origine di r,, ma si costruisce un 
altro strato di livello su di un'altra superficie di livello S', avremo ancora 


'Zi 

.M' 


(' <iV'i 
] dS' 


I '* 

/ dS, 


dS* ‘ 
</S, ’ 


purché M' rimanga dentro di questo secondo strato di livello. Paragonando ipicsta 
equazione con la (12) si perviene ni seguente teorema: due strati esterni di livello 
rispetto allo stesso punto esterno hanno i potetiziali proporzionali alle loro Jiinsse. 

Dalla prima dell' equazioni (II) si ricava nella stessa ipotesi, che S sia super- 
ficie di livello, 


À 



dV dS 
d.N r, 


Ma essendo in questo caso il punto origine di r, interno ad S si ha 


[•Éà. 

J d .\ 


ili , 


ed inoltre essendo V' costante per ciascun punto di S, il suo valore è costante anche 
pei punti interni. Dunque avremo 


ÌT.V', = f = 

‘ 1 d\ r, 
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« consrgiioiitcnipn(c 


V', 

SI' 


/' (/V' (/S 

w 1-r X 


f :!L 

J dS 


dS 


(13). 


Quest' ci|iiaiioni dimostrano die il potenziale di uno sitalo di lireltn ostento rispetto 
ad un punto interno è costante', e che lo stesso potenziale sta alla sita propria 
massa eome il potenziale di M' rispetto ad un punto qualunque dello strato me- 
d'simo sta ad M'. Tutti questi teoremi sono dovuti a Cliasles. 

43." Hairequaiione (12) si deduce un altro importante teorema, cioè che se 
due masse M’, li" hanno una stessa superficie di livello esterna, i loro potenziali 
rispetto ad un punto che rimane esterno ad esse ed allo strato sono direttamente, 
proporzionali alle masse me.lesime. Imperocché costruendo su questa superfìeie di 
livello due strati di livello, c dinotando con V', , V", i potenziali delle masse propo- 
ste, si ha 


ir 


l 'il '1^ 

} (t .N r. 


I 


• |t\' 

dS 


dH 


M' 


['HI'!! 

! (IX »v . 


(IV" 

(i.\ 


(/s 


Ha .sulla comune superficie dì livello si ha V’=V"; onde é vero il teorema. 

A questa dimostrazione ci piiicc aggiungerne un'altra alTatto indipendente dal 
teorema di Green. Siano li', M" le masse di due corpi che hanno la stessa super- 
ficie di livello rispetto ad un dato punto; e V, siano i loro potenziali ri.spctto 
allo stesso punto, che supporremo esterno. Essendo V'„ V", funzioni delle coordi- 
nate di questo punto , sarà V", funzione di Y’, e recìprocamente ; onde ponendo 
V", = F (V',), avremo 

iiy — A«V' 4- AV * 

Ma essendo il punto, a cui si riferiscono i due potenziali, esterno rispetto alle masse 
ed alla comune superllcie di livello, si ha A*V', = 0, A’V", = 0. Dunque l'equazione 
precedente diviene 

dV,‘ ’ 

a meno che V', non sia rodante per una qualunque pn.sizione del punto attirato , 
ipotesi che escludiamo. Da ijiiesta equazione si trac 

Y", = AV', + B, 


dinotando con A, B due costanti aidiitrarie. Ora paniamo che II punto attirato possa 
avere una posizione qualunque nello spazio esterno alla comune superficie di livello 
ili M'cdM": è chiaro, che se esso si allontana ali' infinito dalle due masse, r.ssendo . 
V, = 0, Y", = 0 , risulta B = 0. I.' equazione precedente diventa percii'i 

Y", = .VY'„ (U). 


Inoltre questa equazione ha luogo (qualunque sia la grandezza delle masse .M'. If. 
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Ora sn M' supponi.- iiinuUcsiiiia oil M" liiiila, duveiulo essere V", ipianlllà iiiriiii- 
tesìiiia c V', (|iiantìtà (Inita, è mestieri ciie A sia direttamente proporiionale ad M". 
K |i<!r contrario se si suppone M' ipiantitit iuruiitcsium . ed M" ipiantità fluita, lii- 
soiiiia clic A_ sia inversamente proporzionale ad M'. Dunque potremo supporre 
A = K jj 7 . 3Ia se jr ed M" diventano eguali ed inlinilcsinie è d'uopo elio sia V', = V",. 
I.aoiide K = 1 , c la (14) si traduce in 

V" 


M’ 


(ló)- 


coine doveva dimostrarsi. 

49.” Ma quali sono le condizioni, elio deve verilìcare l' equazione di uno dato 
sistema di supcrflcie, ^fllncliè le stesse supcrlleie siano siiper/ii ic di litel/o.” AITm- 
l'Iiè le su|)crfleio deireiiuaziunc 


/'(■r, !/, s) = (Ifi) 
possano dirsi supcrlleie di livello, il currispundente iHitenziale V deve primieramente 
essere funziono del solo jìaramelro X , dovendo V rimaner costante su ciascuna delle 
predette supcrlleie, c variare solamente quando si passa da una ad un' altra delle 
superdeie medesime. Se aggiungiamo la condizione elio la massa M, di cui V è il 
potenziale, rimane esterna rispetto allo spazio compreso fra le superflcie di livello, 
le quali corrispondono ai valori lìmiti X, c X, del parametro X, avremo ancora A>V- () 
per tutti i vaiori di X compresi fra gli stessi limiti. Ma dalla (16) risulta riie X è 
funzione di x,y,z; onde la equazione A*V = U si traduce in 


i/x« a\/a2^' ijn d*XN 

dX‘ \ctc’ dy’ ^ dz”/ ^ dX \di- ’ dy* ^ dz’/ 
Da questa e(|uaziune si trac 

dX* dX \di* dy’ * dzv ' vtz* ' dy* ^ d;*/ 


e siceuiue V è funziono della sola qiianlilà X, ne ronseguila clic l'equazione (16) rap- 
presenta un sistema di supcrlleie di livello quando X- è tale funzione di r, y, i, clic 


vcrillca l'equazione 

^ ^ (W (n_ /d«X ^ d^A . 
da:* ' dy* ^ dz’ ~ \da* ^ dy’ dz*/ 


(1«), 


dinotando K ;Xi una funzione della sola X. 

Alloreliè è nota questa funzione, requazioni (17) e (18) danno 

d ' '“o ~ dX = - d()i (X' ; 

onde integrando avremo 

l«g^ = lop<* 

dove G dinota una costante arbitraria. Passando ai numeri , moltiplicando per dX 
ed integrando noveHamenIc con la costante arliitraria f!', si ollicnc 

(i[e-'*'d'irA k;' (19], 
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Ora sia il valute di X die rorrisponde alla sfera ili rappiu iiiniiitu : essendo lero 
il rurrispuiidcnte valore di Y, la (19) si traduce in 

A 

V = 0/, (20), 

e fa conoscere quale funzione di X debba essere il potenziale die corrisponde alla 
pro|iosla serie di supcrllcie di livello. 

50.“ L'equazione (20) non basta per dctenninarc completamente V. Quando perù 
è data la massa, di cui V è il potenziale, possiamo oUencrc G, e quindi piuiitiere 
alla completa determinazione di V. Imperocché se 1 è la distanza del punto attirato 
(x. ij, :) dalla origine delle coordinate , per l = aa si ha lini : IV = M , dinotando M 
la massa predetta. Moltiplicando dunque la (20) per 1, avremo nel limite l=cc. 

= ( 21 ). 


la qual' equazione porge , il valore di G quando è assegnabile (|uello della funzione 

lim:l/^e-+'^>dX (22). 


52.” Il sistema delle superficie 




(23), 


A* + X + X C> + X ■ 
dove X ed li sono due qiiantitii indipendenti da x, p, è un sistema di superficie 
di livello. Kd in vero se per brevità di scrittura si pone 


l‘ = : 


|A‘ + X)» + (B»+X)»'^(C« + X)«’ 
si ottiene primieramente dalla (23) 


y’ 


2x 


p _ 2i/ 






</x A* + X ’ d;i B* + X ' d: C* + X 

la somma dei quadrati dello quali porge 

/.a» A* (IX*\ , 

Moltiplicando poi le stesse equazioni 2ij rispettivamente [ler 
cd addizìunando i prodotti si li.*i 

P f_£_ '!t 4. " ''i + - -IO 

llA« + X,‘ di ' (B« i- X;* ,ly (C‘ + X)* (l:J 


(25). 


('26;, 


posto per brevità 


Q = 


i + 


y’ 


•4" 


(A» + X}> ^ (B» + X)“ ' (C» + X|> 


(ili. 


Se si derivano novellamente le (21) c si addizionano i risultali, ponendo attenzione 
alle precedenti equazioni sì ottiene agevolmente 


in , dX ^ A 'ili 1. 

\dx* ' ily- ilz’) di iti ' dy dy ^ dz dz ~ ' 
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(love per brevità ìsi è posto 

R =2 

LA* -I 


+ A 


1 ^ I 1 

' B» + X ^ C» )- x] ' 


Mu (luir eqiiuzione ( 2 tj ricovusi 


(IP 2 x 
ilx ~ (A* 4 - X)* 



ImIuikIc uveiulusi 


- -y _ -.0 

ily ~ (B> - X)> dy 


(jP 

dz 


2 j 

(C* + Xj» 



dJC dx ' dy dy ^ dz dz ~ P **\(ir’ * dy* ^ dz*) ~ 


risulta evidcntoiiicnle 


Iiuii(|ue 


F iX) = 


K 

/(W 

\dx* 


^X , ^ _ 

dx* dy* ^ dz*) ~ *'• 

' dy* ^ dz*) ' V(tx« ■*■ 


A* 

dy* 


dz*) 


i'i 

P ’ 


_ • r I ' Il 
2 La* + X B» + X c* + xJ 


= jl' (X) di = log v'iA« + X)(B‘ + X)(C» + X). 


Ita ciò si (letlucc che il potenziale, che corrispoiulc alle superfieie di livello ( 23 ). 
vcrilìea 1 ' equazione 


V 



(A 

V(A* + X)( 1 )« + À)( 0 « + X) 


( 28 ). 


tsupponiamu adesso clic vogliasi il potenziale ÒV di uno strato iiirinitaineutu sot- 
tile compreso fra le due superficie omotcticlic 


£jÙ.JL<L + J>L = ,,,. 

A« 3 B» ^ C* ’ 


hi. ■ l/l* I ^ 1 * 

A* ^ B« C> 


= (ft - dfij* 


(29), 


nelle quali (i è funzione di X. Si sa che la massa di questo strato c definita dall'c- 
quazionc ' 

Ò.M = - in? ABC /i* dh ; 
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0 |irr fonjrftucmn avremo per / = oc 

lim :;5V = - inf ABC /.»((/!. 


Ma r|uati(lo l-x i acmia.s»i li v’ A* i-À, li v B* + X , Il \ C’ + X della superlieie 4 I 1 
livello eonverfiimo allo Messo limile oe . Laonde poiiemlo /i’X = l’, avremo quando 
I è qnantilà prandissinia 

ili. _ fallili _ '2li 

J \ lA»"i X) j'ì«l"Xj^^‘TT) ~j t‘ ~ I 

-, - ih : 

Jl. \'lA* + Xj il> e X) (C= r X) 


lim 


e la eoMante li sarà delinila dairerpiaz'oni: 

li • inj; ABC li (Ih. 

In conseguenza la |?8j divcnla 


ÒV = !r.p ABC h dii 


il). 


Il \'(A*T>.)(B«"-rX)ii;» + X,i 


{301. 


ò3.° Il calcolo del potenziale di una ma:,sa omogenea Icriuiiiata da un' ellissoiilo 
può con questo metodo roniplctarsi come sieguc. Mutando la caratlcrislica 5 in </, 
ed iniegraiido la (30) rispetto ad li fra i limili li = /i, , lt = lt,, avremo 

V = 2i:p ABC |*‘ Il (Ut I — . 

Jl V (A‘ T Xi 11* (• X,i (C* + X) 

Se per compendio di algoritmo :.u|)poniamo 

dX 


/ 1 v' (A* i X 


1=. -= K - (X) , • 

)(IC i X);C' rX) 


avremo evidcnlcnientu 

‘X j [ K - i^.iX) ] h dh = K/i’ - h' 4,iX) + j li* d.|-,(X) . 

poirliè II è Tunzionc di X. Quindi se rintcgnizioiie si e,stcndc ai limiti h„,lt, e si 
suppone ebe in corrispondenza X diventi X, , X, , risulterà : 

2 ^'‘[r - ^,fA) ] Il dh = [h* - Ao’) K - A,»4,(X,) + A.*«^,lX.) + 

Qu<^sta equazione pm'i Iradnrsi anclic in 

2 f*'[K ~ (X)] hdh = [h,*- /i.«l (K ^4 {X„l ; (X.) - fAj ) + /Ni’ (X). 
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In si'j>uito (li iiiicsio rbultutu la (:il) ilivcnla 


V = - rr? MIC (/(,> f , 

> s/(.\« + X) (U« I- X) (C‘ I- XJ 

.1.,. /'Ti * !/* •’ 1 <^X 

- •••' '"W ■ A’ + X Jl« , X - ^ VÌMTX)llìiT^i .(. X) 

Se si |i(ino /i, = 0. /(,= !, risulta dalla (’2i) X, = ». X, radice positha dcH'(‘ 
(Illazione 

!/!_ . _ , 

A* ■ X ' B» r X '■ C« + X " 


In (piesta ì|Hdesi rei|uaziunc precedente diviene 


V = r.j ABC r [l - 

' /X'L A* f K 


y' a* ] dX 

B» + X C’ + xJ ^"(A» + X) (B* - X) (CÌTXt 


e porjje il potenziale di un'ellissoide piena di materia omogenea su di un pulito, 
esterno, le cui coordinate sono x, y, 

31." So nella equazinne (30) si pone X = 0, si ha il potenziale di uno strato iii- 
flnilainciiic sottile terminato da due ellissoidi omotetiche, quando il punto attirato 
trovasi sulla siiperncic che lo lemiiiia esternamente, c per tutti i punti di questa 
siipcrilcie il detto potenziale ha il medesimo valore. Adunque essendo la stessa .sii- 
perlieic una siipee/iric di livellu. il potenziale in discorso deve rimanere dello stesso 
valore, anche (piando si riferi.sce ai punti interni dello strato, come innanzi si (' 
detto. In .altri termini l'equazione 


òV = 2!tf ABC /id/i j ^ 


v/ (A* |. X) (B« + X) (C*+ Xj 


porge il potenziale di uno strato inflnitainentc sottile compreso fra due ellissoidi 
onioletiehe, quando il punto attiralo Ta parte dello sics.so strato. Da ciò risulta che 
so si pone X, = 0 nella (31), si avr?i il potenziale di un'ellissoide piena di materia 
omogenea su di un punto che fa parte della massa medesima. 
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l’ARTF, SEOOXnA 

IiKU. ATTnAnOXE DI UNA MASSA 01 DENSITÀ VABIADILE TEnSIINATA DA fNA SrPF.DFICIE 
Poto DIFFERENTE DALI.A SFERA. 

CAPITOI.O I. 

Sviluppo in npviv (li'l rntovp inrpruo (htUi dislmizn di duo punii. 

I." Sp iii'll'pqiiaFioiie 

D* = /’ - S Ir cos? F* 

si |.niip r^lp. A* = I -2j)coso + />', come nel n." I. ilplla 1.’ Pnrle, si Ini 

I _ 1 _ ( I — 2p eos f P p*)~ 1 

II " a “ I ’ 

Il In sviliipix) ili -L si riducp n (jiicllo di o di 

t 

(l-2pcos5+j>»j-ii. 

Quando p è < 1 , la forinola di reversione di Lagrangc si applira agevolmente allo 
sviluppo di quc.sta fiiniione, clic dinoteremo por n. Pongasi in vero r/ = cos?, e 

V I - 2pi/+p» = I - pX, (!); 

Cd elevando a quadrato cntrainUi i membri di questa equazione, e poi sopprimendo 
termini comuni e dividendo per p, trovasi senza dilTlrollii 



>.-// i-gP(X« - 1), 

la quale rientra nella formola 

ponendo /•(X)= 1 (X* 

X = q r p/'(À) 

1'. nmiqiie essendo 

sarà eziandio 

A 

Ma dalla ( 1 ) ricavasi 

''^-t : r,‘M ; ( 7 ) 

d<l dq 2! 1/7» 


,7^ = 1‘ -2pq i p»j-* = 
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oiuli- ponpiiJo per /■((/) il suo valore nella (2) viene 


e quimli 


n-, Il li» 

“ -2 Jq '2! 2« <V * 


I _ 1 y]p" d" A/’-iy 
l)~ ( • nUlqA 2 / 

Questa efiiiaiione si Irailnee in 


,/f/' 


,n^, 


(11), 


(|iiamlo a p si sostituisce il suo valore, e si pone 

" «!(/(;" V 2 / ' 

K poi evidente elie Y„ è il eoenicionle di /i" nello sviluppo della funzìoiu^ 

._((» + /!)»- Il" 

"“l 2 )• 

e che per conseguenza è funzione intera di g del grado 2n, essendo lo .sviluppo di 
(a» — I)" ‘Iella forma 

!/»" -t <'i .7»”"' + + I • 

Allorqimndo r è < I, il valore inverso della distanza D può eziandio svilupparsi 
in serie. Ed in vero si ha in rpiesto caso 


D ” r"*' 


ir>), 


dove y„ È la stessa funzione che è data dalla formula (S). 

2." 1 punti che congiungc D sono i punti di coordinate (a, g, y), (x, i/, a). Se 
come nel n.“ predetto si pone 


a = I seno cos::, p = /scnOsen = , y = IcosO, 


ed inoltre 


X = r sen 4' cos s' . !/ = rscnO’scno', a = rcos!i', 
si ha evidentemente 

g = eos ? = cos 0 cos 0' + scn 0 scn 0' cos (cs - b') ( 0 ). 

. . . , . seno ... 

Ora sia i]/ = b — b. o=:ensO. n =ens0, z = e ■‘.dinotando ila radice ini- 
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inaginariu ik'iruiiilà: c sin'oinc ila (iue.st'iM|uazioiii riravasi 
seno scnO' c'*’ = t scii’O' = z (I — il’*) 

seno scnO'e""!' = son* 0 = - (1 - n’ì, 

c S 

rosi si (rov€'\ senza diflicoltà 

n = —57- + rt fl 4 (I - « ’) i<;. 


mine risulfu eliiar» se la ( 6 ) si traOilcc in 

1 / = ' sen 0 scn V e‘'-> H- cos 0 eos 6 ' t- 1 scn 0 sen V e'"''. 


Kssendo aduni|uc Y, funzione di "rado zi rispcito a 7 , se si pone per 7 il suo va- 
lore espresso in e sarà 


V, = A, £» f A._, e— + + A_,*, e"-' 4 A_, £- ( 8 ), 

diiiolando A,, A^, A_,^, , A_„ funzioni razionali ed intere di a ed o’. 

1 coenicicnti A, contenuti neH'equazionc ( 8 ) possono determinarsi mercè la sc- 
puentc considerazione, che dubhiaino allo Sclilàtli. Esepuendo le n derivazioni suc- 
cessive indicate nella (i) si ottiene 


Y __iM_ 

*“ji!n! 2 * 



dinotando b, funzioni di n. Se i|ucsto valore di Y, si sostituisce nella ( 8 ), ed 

il risultato si moltìplica per e" si ottiene 


A-, S- £ + 


+ A,.,£«- + A,e‘'- 


(•:!»>)! 
ni n! 2 " 


1 ^ 7 " e" + b, 7 "-' 



Questa r(|uazionc è vera (|ualuni)ue sia la grandezza di e , c per conseguenza è vera 
anclie (|uniido e è quantità inllnìtainentc piccola. Ma in tale ipotesi la (7) porge 


onde avremo 


, lim 7 E = 



A 


(’ìnlL p 

»rin!2''\ 2 / 


E pcichè è evidente l'altra identità 


avremo altresì 


( 2 n) ! 


d‘" (o'* - 1;,” 

drt’«“ 


(- 1," d” /a» - 1 «'»- 1\™ 
«! ni dii'*“ \ 2 ■ 2- / 


(fi). 
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I)airc(|ua 2 iuiic (7j si ilcdiiiT 

I ; J' (il - (Iti* 

•nule se (( , ti' e«l s si euiisiUcraiiu cuiiic variabili imli|iondiMiti, si ha 

^V, _ <fV, dii _ « - a't 
da ~ dij da ~ i 


<(Y ja, d./ 

da' dii da' 


Ila queste due eqiiaiiuni si trae 


dV. 

da' 



e quindi |iuiieiidu utteiiziulie alla (b) avrcinu 

«a \ ua dii / 

VdA. dA.-A 
■ \da' da / 


da 


Ma roiisciniita dalla (7) che A_, è fuiiziuan della sola « , ed A, per couirariu è fun- 
zione (Iella sola a’. Dumim; essendo = 0 , = 0 , la precedente ecpiaràune 

può esser vcrilicala indipendentemente da i supponendo 

d _ _ d^ . dA.„,, ^ _ (K_. ., . 

da' da ’ da' da ' ■■ ■■ 


Associando quest’ equazioni alla (9) troveremo i coelTIeienti A_>^,, A.,^, A,.i ■ A, 

(|uando sarà dato il solo eocHlcicnte E(i in vero ponendo nel secondo lucnibru 
della prima delle precedenti equazioni il valore di tolto dalla (9) si ha 

(fA.„, _ _ (- !)■ d«" ■ / «« - I (('« - l y 
(fa' )i! II! da'^" da \ 2 2 / ' 

ovveramente ' ’ 

(-1)“ (!•" /(i‘-l (i'»-l\“ 

Ili 11! da’'" ' da \ 2 ' 2 / ’ 

(!osì pure avremo 

i-D* (f‘- Ai*-I 
" n! n! da'»"-* da» V 2 ' 2 / ’ . 


e via distorrendo. Adumiue sarà 


" iilii’L da'*' da’*'-' do ^ 


.. +! 


(f»"l/(t*-l n'»-iy 
(fd'Jv 2 ■ 2 / ’ 
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ia qual* equazione può roiiipciulìar.>i i» 

(-!}"/ ii il YY«* - 1 ly 

’"“7i!n!2" \i/a’ ' (fai / \ 2 ' 2 / 


(U>). 


( d (1 

~ coelUcicnti binomiiili si sostiluisca runitii. 

:i.“ Se nella cquaiionc 




( 11 ) 


si iHiiie 9 — losO, . /i — 1 scn 0, e’’'- , si ha 

Iq + /i)* = eos’O, + 2 i cosO, seiiO, c'+ + i* seii’O, 

Da i|ueslu equazione si Irai! 

[g + lij» _ 1 = i-z scn» (I, (1 r e»'^0 + 2 i cos 6, sen 0, 

avvertendo die cos'O, — 1 = — sen‘0, = t* sen*0, ; c quindi 

(g -r Ili* = 2 h |)cos 6, + ^ (e'+i + e~''ì'') | . 

Soslitucndo (|ucsto valore nella (11), c sviluppando secondo le potenze ascendenti 
di c'I'' ed si ha 

rX.*.X'.e*+.-X".c*'’V. + 1 

8 = fa" I I . 

^ +iX',c-‘^''-XV’'*- ^ 

Ma dall' equazione fa. = i senO, e''*'' si deduce 


(V^i = ■ 


fa 




seiiO, 
li ' 


seiiO, ’ 

onde la serie precedente si traduce in 

s. [x, ^ X'.-V + X". -!^ + .... - + X", - ....] . 

L " "sen 6, “sen*!i, fa "fa* J 

Ha un un'altra parte sviluppando la (11) secondo le potenze ascendenti di fa nic- 
(lianlc la formula di Taylor si ottiene 

e però paragonando i due risultati si Ita 
V II) £1 

" ~ (n+p". dg” 



" (- i:i'’scn-'’0, d"-'’ 


V 2 J 

(n - p! ! rfg"-'’ 

l 2 / 


Digitized by Google 



dalla qual' cr|uazionc si deduce quest'altea 


£1 se»*- » ££ (121 

dg-'\ 2 / “(- l/'(n + j)) 2 / ' 


Ma posto p = 0 nella precedente equazione si ottiene 

\ -LlL 

" " n! dg- V 2 / ’ 


onde si lui pure 


/g»-iy- nl(n-p)! 

V 2 / (-l)-(n + p)l'’“" “• dr/ 


d«“P ^g*- ly 
dg"-- 


(13). 


In segnilo di (|ucsta equazione la fuuziunc V„ può trasformarsi in un inodo 
molto rimarchevole. Priniamcnte è chiaro che al simbolo 


(-l)’/»l 

s" \drt' 


,iLV 

da' 


può sostituirsi lo sviluppo 

É 

da 


" d- / d"*^' d"-' . d"-' d"*' \ 

1“ “ V do"" ' da"-' ' ‘ do"-' do"" ' ) 


(■ 


d"'* jT-* 
do*" * do' 


— ,- + 5 


,, d"-* d""* 
dn— » do'”* / 


quando si onietlonu i coeflricienti binomiali. Ma posto mente al valore di e ed alla 
(12) il simbolo 

_„d”- d"-- d*-- d”'' 

^ do”- do"-- do"-- do'”-- 

si trova etiuivalcntc al siinhuio 


(- 1)- (n + })■)! 


scn-0 sen-Ò' rospi}' 


d» - d""- 
do" ' - do""- 


luiondc il simbolo 


(-1)" / d _ d Y" 
ì* \da' ' do / 


può essere sostituito dall'altro simbolo 


d" d" ,2(0-1)! 
do* da'" ^ (n - 1)! 


SCI! (i sen 6' cos ■}' 


d*"-' d'*' 

SF'ÀIF'' 


+ 


2(o-2j! 

(n + 2) 


scn*0 scn*(i' cos2i}' 


d"‘* d"'* 
do"** do'*'^* 
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E perù se si .pone 

n ll'Ll'lÙzl)’. O' 1 <<" 

^""n! rfn" V 2 /’ 2 /' 


c si avverte alla (13) si trova 

Y. = Q. Q'. + 2 sen'’ 0 SCI'- «■ ras p -J- (11), 

(love ad a cd a' dopo le derivazioni bi.sogna sostituire cos 0 , eosO'. Questa forinola 
fu trovata da Laplace, ma con procedimeuto tutto diverso dal nostro ; e la funzione 
Y, clic casa determina è detta roe//ìeien(c di Laplace dell’ ordine n. 

i.“ Allorcliù si ha una funzione delle coordinate rettanjfole a , p , "jf , che vo- 
gliamo dinotare con U, e si suppone 

a = l seno cose, f = 1 senO senca , Y = 

si ha, come si è detto nel rap. I.” della I.* farle. 

u = 1 - i* Fn - , 

di' (tv L' dv J 1 - v’ </“• 

dovev = cosO. Se U s’idcntiflca con , (]ucsta cciimzionc non cessa di esser vera. 
Adottando per i lo sviluppo (3) si ha 

,rf‘li: V, ,, Y.r" 

e l'equazione precedente si trasforma in 

S {i ir] 


e per contrario adottando per -g lo sviluppo (5), la stessa equazione diventa 

2 11 [<‘ "S*] + rb S + 


Ora -g è un integrale particolare dell' equazione 

A*r - 0. 
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Laonih' :ivrouio 




- vt «fct 


+ In >!- I ' H V, 


I '■ 


2 " I d r , ,, (1V,1 , 1 (/‘V, ,.>..14" 

j i.(v [' ' ' iN J ■ 1 -V* da* ^ ” • 


iiu.indo r = , 0 por quc.sta fuiuione si adotlaiio gli sviluppi (:i) e (5). K |M)ÌoIiò 

y, i fiiiuionc lidie sulc quanlilà 0, a, 0', a', clic sono allatto inilipcniicnti ila 
I Oli r, lo line preccilenti oquazioiii dovranno ossor vere indi|)cndenteinento da que- 
ste duo ulliiiie quantitìi. Laonde i coclìlcicnti di Laplace Tcrillcano la seguente equa- 
zione 


£ 

i/v 



I i/»Y, 
1 - V» ite» 


+ (»i i 


I) n V. = 0 


L'equazione (14) rappresenta un integrale particolare di questa equazione. 

l’oiclifc Y, contiene 0 c o nello stesso nioilo, nel quale contiene 0' e è 
cliiaro che deve verillcarc anche l' equazione 



1 i/»Y, 

I-v * da'* 


i- 1)Y, =0 


(IG), 


dove v' = cosO'. Ma non è la .sola funzione Y„ che che verilica l’ equazioni (15) e (IO), 
come vedremo nel seguente capitolo. 


C.\PlTOLO II.“ 

Funzioni sfcriclw., e loro proprietà pn'ncijinli. 

5." La posizione di un punto nello spazio può determinarsi non solo per mezzo 
delle coordinate polari r , (i' , a' che verificano l’ equazioni 

x=.r scnO'cosn' , )/ = r scn S' scn o' , x = rcosO', 

ma anche mediante le coordinate polari r^i, (f', o'j, ril<,(?', ca'), njijl?', za'), che ve- 
rificano rcqnazioni seguenti 

X = r i}r, (9', ca'J , y = ri!/,(9', ca’) , ; = r 1}/, (9 o'j 

'ì'i* (?'. =') + W (?'. =') + ’i'»’ (?'. =') = 1 
dinotando sempre r la distanza del punto dalla origine delle coordinale. Or dalle 
(1) ricavasi 

L-h. 

- ~ 'h ' - 4, ■ 
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onili! rìsolvendii quest’ equazioni ris|>cl(o a 5' e e' avremo 

v.f.cM)- "'-f.e.o «■ 

Se poniamo 5' = costante , o' - costante , l' equazioni (2) rappresentano due parti- 
c(dari superficie conielie, che hanno il veri ice connine nell' origine. Diinqiife se nello 
predette C(|uazioni (2) 7' e la' rimangono variabili, le stesse equazioni rappresentano 
due sistemi di superfieie coniche aventi il coinun vertice nell' origine delle coordi- 
nate, e per parametri rispettivamente 7' e o'. Inoltre l'equazione 

+ y» + :» = r« (3) 

determina una superfieie sferica avente il centro ilcll’ origine quando r è costante; 
c quando la stessa ()uantità è Variabile la detta equazione rappresenta un sistema 
di sfere concentriche. Quindi mercè le relazioni (I) alle coordinate rettangolari 
x,ij,z vengono sostituite tre altre coordinate r,0',c, la prima delle quali dinota 
il parametro di un sistema di superficie sferiche eoncentriebe, c le altre i parametri 
di due sistemi di superficie coniche aventi il vertice comune nel centro delle pre- 
dette sfere. 

buU'cipiaziuni (1) si trae mercè la dilTercnzinzione 
dx= tir + r M, <i0’ -1- r N, de' 


■ r N, de' \ 
rN,d=' ( 

•Hida' ) 


dinotando .M, , .N, , 


ili/ = 7», (fr + r M, (IO' + 1 
d: = i, (Ir -) r M, dO' + r ? 
funzioni di O',o'; e quindi per reversione si ha 
de' = lì, dx + lì, dy + Rj d; 
r dV - I*, dx -I- P, di/ + P, d: 
f (lc=’= Q, dx + Q, dy + Qj dz 


(Vi 


(5). 


st' equazioni risulta 


(IO' 

di 

(to' 

dx 


. Q, . . . 

. . . funzioni delle 

stesse 



dO' 

— * I» 

dy 

*' tir 


eie' ^ 

de' 

= Q.. 

’-Ti7 = Q*’ . 

dT 


= 1 ', 


( 8 ). 


cioè le derivate di 0' c o' rispetto alle, coordinale rettangole moltiplicate pel rag- 
gio vettore r sono funzioni delle sole variabili 0' c q'. 

6." Dinotiamo con F = F (0' , a') una qualunque funzione delle variabili 0', c:': 
derivando risiietio ad x avremo 

li!' - I?]ì 

dx ~ dO' dx de' dx ’ 

11 
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f nii.Ui|ili('!milo per r, e puiicmln meiifc alle (C) 
Similmente si nlliene 


(IF „ i/F ilF ,, 


r/F ,, f/F <IF „ 


t/F _ (IF „ </F „ ,, 

Piiiiquc le derivale della funzimie proposta rìspello ini x. »/• = "^e si moltipliraiio pel 
ra;;!'io vcltnic r diventano funzioni delle sole qu mlilà V >• 


Dall'equazione 


dF „ ,, , 


derivando novellamente rispetto ad i, si trae 

(/•F dr di- 


di'. 


da* (Le uji dx 


ovveramenle multiplirando per r 


, (f’F dr f/F </F, 

r* — a- — r — = r - -- 
di* ds dx dx 


Ma dalla |>riiiia delle (5) si lui <'d S| è funziono delle sole ipiantilii 0' e a'. 

I 1. I dF <(F, 

Inoltre anehe r-^, r— r- 

dx d.r 

sono funzioni di queste sole variabili. Dunque 

, d»F 

r* — — 
lU* 

6 funzione ilelle sole variabili 0', a’. Lo stesso vale anche di 


dy" 


, d«F 

r* 

</;»■ 


Da lutto ciò si deduce die 


^ £F\_ 

\dx* ^ do* ^ di*/ 


è funzione delle sole (pianlità O'.a', se F è funzione delle quantità medesime. 

7." Ilappresenli tnìlora F una funzione delle sole variabili (i',a'.c r" una po- 
tenza qualunque intera o fratta, positiva o negativa di r. Si Ita evidentemente 


d , . dr ,, , dF 

7- r’ F = nr" • 7- F f r" -p- , 
dx ' ' dx dx 


ovvero in .seguilo della (3) 

• 4- (r* F) = iisr"~* F + r" ^ ; 
dx dx 

e derivando novcllanientc ri.spetto ad x 

d* dF d*F 

—, (r“ F) = nr"-» F ' 11 (»i - 2) r’-‘ x» K + ’nr" *x-^+ r" -77 . 
dx* dx dx* 
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SimiluLi*nt<' si oUieiie 

■— [r"Fl - ur**'* F r n {n - 2) r"“* y* F 2nr""* y ì- r" 

(r* Fj = nr— » F + n (n - 2) r*-‘ :» F + iur"-' ^ + »■” 


</‘F 

i/V»’ 

d;« ■ 


Quimii iuMbiuiiaiiilu qiicsli tre risultati avrcinu 

i’ (r* F) = Il (Il + I ' r*“* F ^ r" A* F + 2nr"*’ ^ ^ ^ • '^) 

Ora si avverta clic essciulo 

f/F </F rfO' >/F l/s' 

(I.C ~ <IV dx da' dx 

di' di' dV dF da' 

* dij dV dy da' dij 


il trinoiiiiu 

si tradiirc nella funzione 


'^_d^iiV di' da' 

dz ~ d't' dz da' dz ' 


X 


£F 

dx 


i 



.''1 
~ dz 


fx ilV y d'i' z d'/'\ i/F 
*^ \ r e/a ^ r dy * r dz ì dV 

f X da' y da' z >fc'\ dF 

^ V r dx ^ r dy ^ r dz ) da' ' 

Ha la quantità 

j- (W 1 / di' ^ z di' X da' y da' z da' 

rdx r' dy ' r' dz ’ rllx K dx ^ r' dz 


tV- 


(Si 


rappresentano i coseni (legli an}>uli . sotto i quali le sfere ili raf-'gio r tapliaun i 
coni (li parametri 6' e e ((ucsti angoli sono retti. Dunque la funzione (8) è nulla, 
c la (7) si traduce in 

A» (r'* F) = |n (n + 1) F + r"* A’Fl r'"-‘ (0). 

K bene avvertire clic i|uandu si muta ti in — it — I , i|uesta equazione diventa 

A’ (pU) = [“ ('• + 1) F * r"’ i’I'] ’ (IO). 


e clic quindi rimane invariata la funzione contenuta nelle parentisi quadre. 

8.° Si dà il nome di (ìinzione. nfprica ad una qualumpie funzione delle varia- 
bili i' e a', la quale verifica l' equazione 

r* A‘F + tt(n + 1)F = 0 (II). 

Allorcbè il sistema delle coordinate (1) s’ identìGca col sistema delle coordinale 
I = r seni' cose' , y = r sen6' .sene' , z = rcos6' (lì), 

la funzione F veriUca F cqu.azione a derivate parziali , die si è trovata per Y, nel 
capitolo precedente, linperoccliè ilal detto nel n.“ Y.” si deduce die se la funzione 
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i.ir ''fi .''l'I ‘ «'’ff 


e perù mutiimlu U in F; I ,v , e in r , v' , e' dovrà essere 
, rf r, ,,, dKl 1 (f*F 

»■ i F=-r-- • -V* -7-, + : 5-T-; . 

ili L (/v J { — ila- 

e rc(|uaziunc (II) si truduce in 




(H). 


che è Identica con la (IC) del capiloln 1.” E qui vogliamo notare che (piando si a- 
dotla il sistema di coordinate polari (12) il cono di parametro ti' diventa cono retto 
a base circolare, ed il cono di parametro n' si restringe in una linea retta. Cii'i 
si rende maniresto dal tradurre le (12) in 



Dalla data dcnnmonc della funzione .sferica e dall' erpiazioni (91 c (10) conse- 
gnila pure che ogni funzione F delle sole varialdii 6' è c' , la (pialo vcriflca una 
dell'vipiuziuni 

4»(r"F) = 0, 4«(^) = 0 (U) 

ò funzione sferica. Anzi si può aggiungere che ogni funzione F di 4‘ c a', la (|uahi 
vcrilica una delle (li) verlllca anche l'altra. Pur i|uesla ragiono suol dirsi che ugni 
funzione sferica dell’ordine ?i è anche dell' ordine — (n + 1), 

Due ciiuazioni della forma 

4’ (r"' F) = 0 , 4’ [r'i’ F) = 0 , 

nelle quali F è funzione delle sole (|uantità 0' , , diventano dunque identiche so 

n e p sono due esponenti che verillcano l'equazione 


n i p f I = 0. 

Questo ca.so si prc.scnia qiiando 

I I 

n. = - j + m , p = - 2 - m , 


dinotando m tutti i numeri della serie naturale compresi fra zero ed » . Quindi il 
sistema dell' equazioni che sono simboleggiale da 4*(r'"F)=0, e per conseguen- 
za il sistema completo delle funzioni sferiche , può ottenersi o facendo variare 

n da — I sino a -f- co , ovvero facendo variare lo stesso esponente da — sino a 
— ». Per toglier di mezzo ogni indeterminazione su questo proposito noi supporremo 
in prosieguo che il numero d' ordine sia sempre > ovvero = - | • 
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8." Siano F,, G, due funiioni sferiche rispeltivamcnte degli ordini n, p, c che 
|ier conseguenza veriflcitnq F equazioni 


4»(r"FJ = 0^ 4«(r'’G^) = 0. 


(15). 


Inoltre non F origine deiic coordinale come eentro, e con un raggio =1 descrivasi 
una siipcrllcic sferica, c si sup|K>nga che in ciascun punto di <piesl<i superiicie siano 
continue le funzioni 


''F. 


<IP. 

dx ’ 

(ly ' 

dz 

dGp 


dtìp 

di ' 

dy 

dz 


è evidente che se regge questa ipotesi le dette funzioni (ICj rimarranno eontinuc 
anche suite altro sfere concentriche, tanto di raggio > quanto di raggio < 1. K per 
verità F, e G, sono funzioni che dipendono soilanto da 0' c o', c rimangono le stesse 
q lalunque valore si attribuisca ad r. Slegue da ciò che le grandezze 


r"F,.^(r"FJ, ,-J(r'FJ, ^Jr’FJ 


(H) 


sono continue in tutto lo spazio che è contenuto in una di codeste supcrilcic sfe- 
riche. Siccome però un caso di eccezione può avvenire nel centro della sfera, noi 
ci limiteremo a considerare lo spazio compreso fra due sfere concentriche; e le 
funzioni (17) riferite ai punti di questo sp.azio non potranno presentare discontinuità. 
Or poiché le funzioni F, e G, verificano Fcquazioni (15), è chiaro che se nella for- 
mula di Green 

dimostrata nel capitolo Vili della parte I.' si pone 


risulta * 


V = r*F„ U^rH’Gp, 



rfr"F, 

d.N 


-r-F, 


±r!^) 

d.\ / 


rfS = 0. 


Qui F integrazione devo essere estesa ai soli punti delle superficie sferiche , che 
limitano lo spazio; onde se dinotiamo con R, ed R, i raggi della sfera interna c 
della sfera esterna, rispetto alla prima di queste sfere sarà (/S = R,’do, o rispetto 
alla .seconda sarà dS = R,’ da. Inoltre, bisogna riflettere che nella prima sfera \ 
s'ilcntilica con R, , o nell.a sfeta esterna S s’identifica con R,. La precedente equa- 
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lione adiimiup applicata al caso attuale diventa 




[ " V 

3_Ls 


-VF, 




it.’ 

1 ' 


da 


c/lt, ^ </R 

Ma essendo F, e G, indipendenti da K,, H, , si ha 

_ nR,"-< K • 8 ■ R,P G, _ n p-i 

8 • Ri* l' » _ u p , d • R |P Gp _ jj p-i (j . 

-flit, F,, -pK, tip, 

e perù sostituendo nelia precedente equazione avremo 

(n - 1') |R,**P*' - j F, Gp do = 0. 

Se i numeri n e p sono diversi, risulta da questa equazione 

j FpGpdo = 0 


(18). 


Ora questo integrale puù considerarsi come se fosse esteso ai soli punti ilella 
superllcie sh^rica di raggio eguale all' unità; imperocché do è un clemcntu ili co- 
desta superllcie, e 6', a' sono archi di cerchi massimi computati sulla sfera pre- 
detta. Quindi possiamo aflcrmare ii seguente teorema: se F, c tì„ dinolanu due 
funzioni sferiche qualunque di ordine diverso , che con le loro derivale prime 
rispetto ad x, y, : si manlenijono continue in tutti i punti delta superficie di una 
sfera di ra<j(jio = l, V intcyrale j F„ Gp do esteso a tutti i punti di siffatta siiper- 
ficie i nullo. 

t0.° Allorché la formula di Green si applica ad uno sjiazio contenuto in una 
sola superllcie chiusa, e si suppone R = essendo A'U = U, si ha 

aducc in 

allorché si ag'giungc anche la condizione i’V = 0. Se V è una funzione sferica di 
grado n', le (juautità 


c questa equazione si traduco in 


/( 


r-F..,£(r-'Fp.),|^(r"'F..),^(r-r,) 
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restano cuniimic in tutti i |iuiiti dello spazio eoiitvmitu nella sfera di rapaio r, pur- 
ché II' sia uno qualunque dei miiueri 0, 1, 2 oc. In questa ipote.si dunque ha 

luogo rcquazionc (19). Ora se nella (19) poniamo per V cd i loro valori 


r”F. 


V 'IXi 


cd avvertiamo che rfS = r*^/o troveremo 

' s. 

ilinotando il valore di F nel punto (a, g, y). Questa equazione con facili ridu- 
zioni diventa 

y (n'4 ii-g Y„F..i/o= ir.i"'F,.‘">. 

1 

Ma per tutti i valori di n diversi da n' si ini 

|y„F.. 1/0 = 0; 


onde risulta per Ji = n' 


/ ir F 

/ Y,. F„. do = . 

i * " 2;i's 1 


f)i qui il seguente teorema: se n’ è un numero delta serie tuiliirale 0, 1, 2. . . » 
cd F„. uno funzione sferica dell'ordine n', che con le sue derirnle prime rispetto 
ad X, y, z si mantiene conlinua in tinti i punti di timi superficie sferica di rag- 
gio = I si ha 

. - I /■ o 


F»’ («. °) = } F,- , =’) Y.. do. 


(20), 


avvertendo che nel punto [a, p, y) le iiuonlil'i ti' e tz' si inutuiio in 0, a (vedi il 
capitolo prcc.) 

11." Premesse queste cose, supponiamo che F;'/, s'I sia una funzione delle sole 
quantità 0', a': dato che F possa svilupparsi in una serie iniinila della forma' 

F(0’,o’)=y F.(0',ca') (21), 

o 

e che le funzioni F, debbano essere funzioni sferiche, si domanda come dalla data 
funzione F possano dedursi le F,. Sia n' uno dei valori di n ; e moiliplicando la (21) 
per Y,. do ed integrando avremo 

I F (9', a') Y,. da = F, (0', o'I F». do. 

Allorché r integrazione si estende a tutti i punti della superficie sferica di raggio = I, 
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ili'lla quiilo ila è un clomcnl», ilovMiilo essere F„ funiionc sferica, per ogni valoic 
di « diverso da ii' si lia 

a')Y.../a = 0. 

Quindi l'eqnaiione preccdenlc diviene 

I F («', oT Y,. ila = I F,. ((«', b'; Y,. da , 
la (piale in seguito della (20) si trasforma in 

F,. (0, e) = j F (0-, B’) V,. da (22), 

c determina la funzione F,-. 

Supponendo che sia vera Fctiuazionc (21), mutandovi (i' , b' ris[>ettivamento 
in 0, B si 

F(0,=)=X 

0 

efpiazione che in seguito della (22) diventa 

F (». °! = S + '! f 


Ora dimostreremo che se F è una funzione eontinua c finita in tutti i punti di 
una medesima superficie sferica , il secondo mcnihro della (23) è sempre una se- 
rie convergente. Ponendo D invece di r, nell' equazioni (10) del capitolo Vili della 
prima parte, avremo 


("V', = j (5^-V' 


( 21 ), 


Qui (iinota .S una superficie ehinsa , e V e V due funzioni finite e rnntinue dei 
punti rispcttiv.amentc esterni ed interni ad S : inoltre il punto origine delle distanze 
D si suppone fuori della superficie S , ed i valori di V' e V identici nello stesso 
punto di questa medesima superDcie. Or poiché si ha in generale 

D* = l* — 2lr cos ij + r’ ; 

se nella prima delle (24) noi riteniamo r>l, e per converso nella seconda r<f, 
é chiaro che dovremo nella prima delle predette equazioni supporre 

j_y ìM’, 

U ~ ’ 

0 
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e nell' altra 

1 

U 

= Zj,-p^ • 


Avremo perciò 





I.V.. £..-/( 

' l dV', , , V' \ 

jj + (”+ Y,ds>. 

(25) 


O 

(r.g_nr-T)Y.dS. 

(26) 


foniamo adesso clic la siipcrflcic S sin una sreru di raggio R : primieramente 
6 chiaro clic dovendo gl' integrali (25) e (26) estendersi ai soli punti di questa su- 
perficie, potremo sostituire la costante R alla variabile r in entrambe le predetto 
equazioni, e quindi scriverle sotto la forma 


4itY'„ = 2^ f./ (r'^ + (n + 1) v) Y, do 
0 

0 = 


(27) 


poichò in questa supposizione dS = R* do. Quest' ultima equazione imporla che sia 
|R^^Y,do = n/vY.do. 

Ma le fuiuioni V e V' sono eguali in tutti i punti della supcrQcic S, e però sarà 
ancora 

|R5^Y,do = n/v'Y,do, 

risultato che traduce la (27) in 

4’'V', = £j2n+l)^,/vY.do. 


Siccome questa equazione 6 vera per qualunque posizione del punto origine , 
cosi non cesserà di esser vera quando questo punto si colloca sulla sfera S. In 
questa ipotesi avremo t = R, e quindi 




che e appunto l' equazione (23J. 


12 
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1'}.° Pussiitino oticiicrc un'ultra dimnstnizionc di ()UC3tu iinportuntissiiiio tcn* 
rema ragionando nel seguente modo. .\bl>iamo detto nel precedente capitolo che se 
a è <t, la funzione (1 — 2acos? + a’) ’È sviluppabile sempre in una serie con- 
vergente della forma V a" P,, dinottuido P, uua fuiiiionc di C0S9. Questa funzione 

0 

poi s’identifica con Y, ((uando si suppone 

cos 9 = cos 0 cos 6' + scn 0 scn 0’ cos (o' — a). 

Ora se r equazione , 

{1 — 2acos9 + a’)** = V a" Y, 

0 

si Jeriva rispetto ad a, si ha 

-- O 

(1 -2acos? f a*] *(cos9-a' = 

A 

Moltiplicando questa equazione per 2a, od addizionando il prodotto con l'equazione 
j)rcccdcutc si ottiene 

1 — a’ V 

— -, = 2j (2" * (28)- 

(1 -2ocos9 haY “ " 

Il pritno membro di questa equazione è nullo quando si pone 5t = 1, 09 non i zero; 
ma diventa infinito quando nello stesso tempo a = 1 , 9=0. Adunque non si può 
dire che la serie 

m 

y (2»-H)a"Y. 

0 

sia convergente per tutti i valori di 9 quando a ai pone = 1, Ciò non pertanto mnl- 
tiplicbiamo 1' equazione (28) |)cr F (0', o') scn ò" tIO' da', dinotando F (6', a") una fun- 
zione che rimane continua e finita fra i limiti 0’ = 0, 0' = i:; a' = 0, a' = 2i:, ovvero 
in tutti i punti di uua superficie sferica di raggio=l; ed integrando fra rodesti 
limiti troveremo 

(1 — a’) l^senfl'rfu'J* (■.’«4l)a"J* sen«’d»'J^ F(«',a’)Y, da', (29) 

dove per brevità di scrittura si è posto 

A = (1 - 2j C 0 S 9 + a’i 

A fin di trarformarc debitamente, il primo membro della equazione (29) fe bene 
avvertire clic la quantità 

scn a' ih' ila' 

dinota 1' elemento infinitesimo della superficie sferica di raggio = 1 . Questo ele- 
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menin è un inoi olo retUnyolii. elio Ini un vertice nel pniito s'/ della detta su- 
liei’lleic , il lato dt’ aul cercliiu uia.ssimu che pa.ssa per questo punto e p<‘l punto 
tiovc la sfera È tajfliata dall'asse delle ed il lato scns'i/o' posto sul ccrcliio mi- 
nore clic passa per lo stesso punto (s', a’) cd è perpendicolare al cerchio inassimn 
predetto. È evidente che l' area di questo rettangolo può esser sostituita dalla eqiii- 
lalente che ha per inisuru scn? i/iji; cd in tal caso d? va ccnipntato sul cerchio 
tiiassiino che pa.ssa pei punti (s', n'), («, o , c scn?(/t}i sul cerchio minore che ta- 
glia ad angoli retti il precedente nel punto (f, a'j. Da ciò siegne clic il primo nicm- 
Iiro trasformusi in 


(1 - a*J 


l'" F (*', a') sen ? 1/9 
° (1 -2a C039 -l-a’)’ 


• tra poniamo cos9= 1 — 2X, e questo integralo diviene 


2(1-».)/;^.^/; 


F (»', a') dX 

HoXJ^’ 


poiché 2dX=8cn9<f?, ed a 9 = 0, n corrisponde X = 0, I. Posto ciò, sia v un nu- 
mero grandissimo, c si supponga che facendo successivamente 


X = 0, 


1 2 
V ’ V 


V 

V 


siano Xg , , A, , . . . . à, i valori di V (1 — aj> + 4aX , cd Fj , F, , F, , F, 

quelli di F(*', a'): in seguito di un conosciuto teorema 11 valore dell' integrale de- 
linito 

f' F (»', a') (/X 
^ “ ((1 - a)» -e 4aX)l* 

sarà dato dal limite verso il quale converge la somma 


2a-^«\A, A.-^,/ 


F.- 


Ed in vero ò evidente che la quantità 

2adX 

[(1 4oXl* 

è la difTercnia delle, frazioni 

1 1 

v'tl — a}* + 4aX ’ V(1 - «j* -i- 4a (X -e d\) 

(piando si trascurano le potenze di dX superiori alla prima , 0 clic v può sempre 
determinarsi in modo che la frazione - diITcrisce da dX per una quantità minore 
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(li ({imlun(|iic minimo valore assegnabile. Ora la somma 

■ t 

equivale all'altra somma 

Li _ X .1 ^1 ~ X X ~ ^v-( 

i„ A, 4. 4, • 


I 


Se si avverte che 4„ = l-a, e 4»^.i=l+a trascurando la frazione - rispetto all'u- 
nità, avremo 

4‘»\4. 4,^,/'^- l+a^4iV 4, /’ 


e conscguontcmcnic 


2(, 

[(1 - al» + 4ai)' “ 




Ma 




non può essere una quantità infinita, poiché il numeratore di ciascuna fraziono 

4. 

é quantità inriiiitcsima ovvero dell' ordine L , ed il denominatore o é quantità Unita, 

ovvero quantità dell'ordine %\ , come é facile a vedersi. Se dunque questo limite 
si dinota per K, si ha 

■^"((l-op-hàoil* a a a 

e per conseguenza, essendo 

2 (1 - = 2f , 

° °(1— 2acos?-(-o»)* * ° [(I — a)»-|-4ail^ 

il primo membro dell’ equazione (29) diviene laFg quando a = l. Laonde per a=t 
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1.1 prfiilotta cqiiHziono si triisforma in 

F. = 2. (^) «' '“’fj (*'. ='l 

0 

Ma F, è un valore particolare della funzione /■(*’»*•! raggio = 1 , e 

l'integrale doppio 

•’ ^°'fy 

è il valore che la funzione sferica F, («', a') acquista nello stesso punto. Dunque fc 
vero il proposto teorema. 

13.® Da quanto sinora si è detto risulta che ogni fitnzione F {•, o), la quale 
rimane finita e continua in eiasctin punto di una superbie sferica di raggio = I. 
è sempre sviluppabile in una serie infinita di funzioni sferiche. Ma può ancora 
liinioslrarsi che la predetta funzione non ammette che un solo sviluppo in serie in- 
finita di funzioni sferiche. Imperocché supponiamo per poco che possa aversi simul- 
taneamente 

» a» 

F(«,o) = 2] F,(«,o); F(c,n) = ^ 11.(«,C3), 

0 * e " 

dinotando 0, (*, c) una funzione sferica, diversa da F, (», e)t è chiaro che in se- 
guito della (23) sarà 

F, («.=) = / F («’, b’) Y, = C, (®, b), 

vale a dire che ciascun termine della serie 


2 F.(«, B) 

O 

sarà identicamente il termine corrispondente della serie 

2 

O 

cioè che saranno identici i due sviluppi. 

CAPITOLO III.® 

Potenziale di uno strato sferico di densità variabile. 

14.® Il potenziale V di uno strato sferico di densità p, la quale varia da punto 
a punto dello strato medesimo, è dato dalla equazione 


V — r** C** pr* tir, da 
J s,J o V/l _ 9tr cos V + r* 


V I’ — 2(r cus Tf + f’ 

com' è noto da quanto si è detto nella 1.* Parte, dinotando I la disianza del punto 


Digitized by Google 



K 9i )( 

alliruto dal t-cnlro cnniunc dollc due srere che liiiiituiiu lo tili'itlu, r lu disUnia di 
uii inulto ijualiiiiquc dello stesso strato dal centro, e t l’uiiiiolo che r comprende 
con I. Sia f = F (r, e dinoti F una funzione che rimane lìiiita c continua fra 

i limili delle integrazioni indicate nel secondo membro dcirci|uazionc (1). Allorchò 
( è > H, , ovvero del raggio della sfera più grande che limita lo strato proposto , 

(l*-2lrcosT + r*; ■ = 
e sostituendo <|uestu valore nella (1) risulta 

V = £,p^./;>-‘/r/;”F(r."'.^n.rfa (2). 

Como si è dimostrato nel capitolo primo di questa seconda Parte, il valore di Y„ 
si ha dalla c(|uazione 

m 

V. = 2 V (-)* X.'" P.w cosò to' - o), 

0 

dinotando una funzione razionale ed intera di cos« c seno, c Pj*' un'analoga 
funzione di cose' e scn*’. Sviluppando cosv(n' — es), c ponendo per brevità 

C, = X„'*i cos VB , S,**' = sen vo 

C', = P.i'^ cos va' , = P,**' sen va' , 

n 

troveremo V, = 2 y]!-)' (c.W + S.W SV’*). 

0 

K utile notare che il coelficiente 2, che alTctta tutto il secondo membro, deve esser 
sostituito dall' unità quando v = 0. 

Poiché F (r, 6' a'j è una funzione finita c continua di queste variabili, ed r, e', a' 
sono variabili indipendenti, ù chiaro che per ogni determinato valore di r compreso 
fra i limiti II, ed U, si ha un valore della predetta funzione, il quale può riguar- 
darsi come funzione di ti' e a' che rimane continua e finita in tutti i punti della 
sfera di raggio=l. Itinotando dunque con r, un dctcnninato valore di r compreso 
fra i detti limiti, avremo in seguito del n.° 12.* del precedente capitolo 

F (r, , o" = y , F,. (r, , o'I, 

dove F,' è il simbolo di ima funzione sferica. Siccome questo risultato ha luogo 
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ijuuiunquc sia il valore ili r, , ne conseguita die potremo ancora staliilirc Tegua- 
gliania 

K (r, o'j = y F,. (r, o'). 

SostilucnJo nella (2), cd avvertendo die 

j (f. n'j T. i/c = 0 
ipiando n cd h' sono numeri diversi avremo 

= F, (r, n'I V. i/o i (i). 

fira conseguila dal n.“ 10.“ del capitolo precedente die 

• F, (r, ta-) /" F (r, X, S; Y'. (5), 

dinotando Y’„ una funzione clic si compone di c', X, 5 nello .stesso modo die Y'„ 
si compone di e, a, a'. Se dinotiamo con D,'’’*, ciò elic diventano CJ'*, S.i’* 
quando a s c a si sostitui.sconu rispettivamente le variabili X c à, avremo analu- 
gamentc alla {3) 

« 

Y, = 2 y (-)» (D.C) + T.O" ; 

0 " 

onde sostituendo nella (5) c ponendo per brevità 

A, <«=|‘*F(r, X, SjIi.Wrf. 

B, ‘'’>=|'”F(r, X, a;T.''’lito 

troveremo , 

F„ r, z='] = 2 + «."■* S'."»)- 

Moltiplicando questa eguagliaza per la (3) otterremo quattro specie di termini, che 
possotio rappresentarsi rispettivamente per 

g.C,'’>CV'’CV«; 

Q.C.WC'M 

I termini della forma (8) moltiplicali per da cd integrati fra i limiti 0 c Si: danno 


g.s.ws' ws'.w (7) 

Q,S,''7si,(v)cMe) (8). 
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j>er risultato zero. Di fatti csscmlu 

C',**' = P,<*> P,t- > cosva' SCI) pa' 

C'jw = P.t't P,9> tcuvo' cosjra' 
do = seno' du' da' 

sarà eviJentcmcntc 

J (fo = P,i’> P„to' sen 0 ' do' cosvs' senpe' <te'= 0 

J S','''' C'Jf’ rfo = P,M P,i'’> seno' do'l^ scnvsj' eospo' do' = 0. 

Anrlic i termini della forma (7) moltiplicati per do, ed integrati fra i predetti li- 
miti , gencralificnte parlando, porgono per risultato zero. Questo però non accade 
(juando p = v, poieliò si ha 

j =j^PJ'>* seno' do'J* cos’va' i/cs’ = nj P„*’>* scn o' do' 

I S',**>* do = j^P,W* sen 0' do' J* scn’ va' da' = a J* P,<*'* seno' do'. 

Da ciò si rende manifesto che, ponendo seno' do', viene 

I* F. {r, 0 ', o') do = (2n -f 1) (A.« C.w + b,w 

0 

b 

avvertendo che deve essere sostituita da e per [conscgucnia potendosi 
supporre , 

v = £ Z. (9), 

0 

trovexemo 

= h w(r.t*ij^* A Wr"*‘dr + S r«-»dr) (10), 

poiché A,t’l, sono funzioni di r. 

là.° Allorché i é < R, , ovvero allorché il punto attirato ò posto dentro il vano 
che racchiude la sfera di raggio R, , si ha 


e la (I) si trasforma in 


_ 1 AP I" V 
(l«-21rcosTT + r*) «=X 

il ' 
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Il valore dcH' integrale j F(r, d,o] 


è quello stesiK) che abbiamo trovato nel numero precedente. Quindi ae si pone 




avremo nella presente ipotesi 


Z'. = ;-2n + 1) r 6.<») (cmf^ A.w + S.«-)/[‘ B M (12). 

Da ultimo se R| Tcquazionc (1) può tradursi evidentemente in 


V — r f** dr rfo 

v'i* - 2ir C 08 Y +7» '• Vi» - 21r cos y + r* ’ 


Vi* — 21r cosY + r* 


e però ponendo 


troveremo senza dilUcolt.’i 


V=y 7". 


7-". = (c.'’» /!,_ V” r”-» dr + S.M B.W r«-* dr) 

O 

+ (2» + 1) '* S, + S.O /"■ B M 


Quindi, comunque sia collocato il punto attirato rispetto ad uno strato sferico di 
variabile densità, il potenziale dello strato medesimo rispetto a quel punto in ogni 
caso si determina per mezzo delle funzioni sfcriciie. 

1G.“ A compiere la soluzione del presente problema non ci rimane che deter- 
minare bJ*K Se rammentiamo che 

• - (2n)^ ' ' dx”*' 

quando per compendio di algoritmo si pone. a:’ = cos»', avremo 

Ma nel capitolo I.° si è trovato 

, , (n ( ! 

' dj/"*” (n-v)! dx"-* 
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<mJc avremo pure 


U9nlU‘ rfj)'"-* • 


Nel secondo membro di questa equazione vale il settno superiore se v è numero 
pari, ed il segno inferiore se v è impari. Ponendo dunque attenzione ehe 

scn »' do' =f_^ p7^>’ di' , 

dall'equ.-izione precedente si deduce 




sen»' da’ = ' 


(n - V) ! (n + v) ! p d’*" (i"» - 1 )• d-'f (t'« - I )" 
(2jiì!1» i-i 


dx'. 


[(2jl)!l« J-t dx’"*’ dx'— 

e conscguentemente 
Ma integrando per parti si ha pure 

: — _ , ' — — TT— flr = •— j ■' i ■ tIT . 

J -« 




dx’"*’ dx’"-" 


dx’**’-' 


Laonde sarà 


■ r scn a’ da’ = — f* l‘„'’"')’sena' 

n-v+l/o" ' 

Da questa equazione possiamo conchiuderc che sia 


dx'— ’ 


'’ da’. 


dx’. 


scn a’ da’ = ' '' IV'**scna'da', 

njo " 


(n + v) (n + V - 1) . ■ ■ . (n + ' 
’ (n — V + I) (n — V + 2) . 


ovToramentc 


/; ir-’sena' da’ = sena’ da' 

^ t — 2a cos a' + a*^- « = ^ a" P,'*> 


(15). 


Ora nell' equazione 


si ponga successivamente a — Ir, « = |, ed avremo 


(l - 2Ir cosa’ f I»r»y ^ ^ l* r" ?,<•>, 

(l_2^cosa’ + L;)--v=£^,^,P..(»ì. 
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= sen 0 ’ di' (16), 


Ila quest' t’((uaztuni si trac 
/•* Ben «' ih' 

J -2lrcos«'+ l*r* - 2^cos»'+ ^ 
puiclii si è trovato più innanzi 

P,**’ P„' 8CI1 «' di’ = 0. 

Essendo il secondo membro dell' equazione (16) indipendente da I, la predetta equa- 
zione devo aver luoj'o qualunque sia il valore di questa quantità, c quindi anelie 
quando 1 = 1. In tale ipotesi il primo membro dell' equazione medesima si traduce in 

scn s' di' _ t , / 1 + r \ _ n V r** 

/ 0 1 — ‘Jr cos ó' + r* r \! — r/ ^ 2ii + 1 ’ 

polendosi supporre r<l. Sostituendo questo valore nella (16), ed eguagliando i 
coemeienti delle eguali potenze di r in entrambi i membri dell’ equazione risultanle 
avremo 

/^i^'scne'ds-^; 
e ponendo questo valore nella (16) si ottiene 

Jo * 2n-rl lin/U* ’ 

ebe ù il cercato valore di 

17.* Allorcht la densità è funzione della sola variabile r, l' equazione (14), di 
cui son casi particolari la (IO) e la (12) si scmpliQcauo di molto. Ed in vero si ha 
in tale ipotesi 

V = £. [j^/1. pr-,/r + r/;v ^J/*; y. da 


Ora si 


:i ba/^ 


Y, da = 4a (|uandu n = 0 , e quando n è diversa da zero si ha 


dr T dr 

Y, do - 0. Dunque avvertendo che può essere sostituito da -p ^ , sarà 


i: 

V = pr’ dr + ♦l' pr dr 

Questa equazione poi diventa 

4ir /•»« fa. 

V. = -j-j^ pr*rfr; Vf = ÌT;j^ frdr 


(17). 


(18) 


secondo che il punto attiralo è posto fuori dello strato sferico proposto , ovvero 
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nel vano della sfera elic .lo limita internnmente. Se poi f si suppone cosUinle , 
l’ciiuazioni (17) c (18) si mutano in 


Y = 2.p 


4R,» 1 
31 J 


, Ir? 


iV-R.’); V(=2a(iv-R,*) 


(19), 

(90), 


Questi risultati sono identici a quelli truvati nella prima parte della presente 
Memoria 

18.* Nella prima parte di (picsta Memoria abbiamo anche dimostrato come un 
integrale che si rapporta a tutti i punti di una data massa possa convertirsi in 
un altro integrale che si estende ai soli punti delle supcrllcic che limitano la massa 
medesima. Ora vogliamo far vedere come possa ottenersi il potenziale di un punto 
posto fuori di uno strato sferico di densità variabile , o posto nel vano della su- 
pcrlleic che limita internamente lo strato, quando a sua volta si conosce il poten- 
ziale dj tutti i punti della supcrllcic esterna o della superDcie interna dello strato 
medesimo. 

liupcroccliò se il punto non fa parte della massa attraente, il potenziale V vo- 
rillca r equazione 


rPIV 

di» 




+ 


1 iPV 
1 - ■*« de» 


= 0, 


come è stato dimostrato nel I.“ capitolo della I." Parte; onde se si avverte che, 
essendo v = coss, si ha 



dv ~ ds dv seti « d« ’ 


r equazione precedente diviene 

jd»IV 


d»IV , I d / d\\ 1 d»V . 

di» ^ sen « d(t do/ ''' 8cn»«da» ^ ' 

Ora siaV= V Z, , c sostituendo per V questo valore nella (21) risulta 

W 

4^. t * di» ^ sen 0 dO V “ ° dO / ^ sen» 0 da» I 


alla quale si soddisfa quando si pone 
.d» l7.. , 1 d 


l- 


dl» 


— 5 ® 

sen 0 d9 V d9 / 


1 

scu»0 da’ 


= 0 


(29). 


se si vuole le Z di diverso indice siano indipendenti fra loro, C nello stesso tempo 
unzioni non del tutto arbitrarie di I, s, e a. 
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Premesse queste cose supponiamo primieramente clic (inauilo 1= U,, cioè quando 
ii punto attirato coincide con un punto quaiimqiiu della sfera esterna che limita 
la mossa attraente, abijiasi V = o). Poiché in questa ipotesi si ha 




dinotando il simbolo delle funzioni sferiche; cosi, quando 1 = 11,, la funzione Z„ 
s’identillca con cioè diventa una funzione serica dell'ordine n. Se dunque 

si dinota con questo valore speciale di Z, , avvertendo alla (18) del capitolo 
precciicnte, dobbiamo avere 


_1 ’L 

senti i/o 


(^senO-^j. 


1 

sen’ 0 i/c* 


+ n (n + 1) Z.W = 0, 


•Ma se Z,t*> è funzione sferica, ciò dipende perchè in un particolar modo contiene 
0 e e; e quando ad II, si sostituisce 1 in questa funzione, cioè quando essa ridi- 
venta Z„ , niente si cangia rispetto all' indole di questa funzione in quanto al moilu 
di contenere ì predetti argomenti 0 e ts. Dunque sarò in generale 

-Ir 4 (scnO^||!!) + — 4s^ + n[n+ I)Z. = 0, 
scn 0 dO \ </0 / scn’ 0 dc=* ' 

In seguito di questa equazione la (32) diventa 

<P17. 

tL-^-n(n + l)Z. = 0, 
la quale è vcrillcata supponendo 

Z. = l"Il + p^ (23). 


e dinotando II, K due funzioni di Oca. Essendo il punto attirato esterno alla sfera 
di raggio lì, , siccome per I = oo deve risultare V = 0 , cosi deve anche risultare 
Z, = 0. È dunque mestieri che sia 11=0, e conseguentemente in questa ipotesi si ha 


— j«+i • 

Ma quando l = R, deve aversi Z,l“> = /", (0, a), e la precedente equazione diviene 

Z (») = — 5_ 

• V"*’ 

Laonde risulta K = !{,"■*■' C, (0, a), e per conseguenza 

/R N"+' 

Zs = (f) /■J0,a). 
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roncndo per /*„ (4, ts) il suo valore , che ricavasi dulia C()uuiiioiic ('2'3) del capitolo 
precedente, viene 

_ % 

dove 4 il cocHleicnte del termine a* nello sviluppo di (1 -2acosf + a’) ’ quaudo 
a è < 1, c 

cos f = eos 0 cos 0' + sen 0 scn 0' cos ip' — c). 

Ora se a s’Idcntillea con 5? , si ha 




e quindi il valore di V sarà dato dalla se^mente equazione 




la quarc(|uazior.c mercè la (28) del precedente capitolo diventa 

V = J- [*' « (' - 

' (1 — 2acosi + a’)’ 

Finalmente ponendo per a il suo valore , si trova pel potenziale ricliiesto 


„_n,!P-Vir /•(»'. =V'3 

4= Jo ì 

(P — 21R, cos Y + Rj*) 


(24). 


Hupponiaino ora che il punto attirato si trovi nel vano della sfera di raggio = U,, 
che limita Internamente lo strato;. e che siaV=f(«, o) quando l = R, ; ragionando 

come si è fatto precedentemente o supponendo che sla V=X troveremo la 

• " 

stessa equazione (23) per determinare Z,. Ma in questa ipotesi nel caso di 1 = 0 
deve risultare Y = 0, e quindi Z„ = 0; ondo è mestieri che sia K = 0, c quindi 

z,=iir 

Posto l = H, in questa equazione deve risultare 

Z,l*) = llK." = /-.(s,o), 


c però avremo 
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In seguito (leir equazione (92) del capitolo prcccdenle quesla espressione di Z„ si 
trasforma in 




quindi posto a = jj- risulta 

“I 


ovveramentc 



(la , 


J_ f» {\^a]f{i,a](la _ R, (R,«-I«ì f'* 

° (1 — 9a cosTf + a*)* ” (t*-2 JR, cosy + R’’j’ 


CAPITOLO IV." 

Alirazione di uno sferoide poco differenle dalla sfera. 

19.° Se il punto (a, g, y) è posto fuori ilello sferoide, e.ssendo I , r, si ha 

1-V 

D “ 1"°^* ’ 

O 

onde se lo sferoide 6 pieno, e si dinota con V, il suo potenziale, risulta 

o 

Dinoti 0 , il raggio di una sfera inscritta alla superficie del proposto sferoide, e sia 

»'o = a„(l+£,) (2) 

V equazione di quesla superficie, dove è una funzione conlinna ili a„, 0', ca” e di 
ordine infinitesimo. Se la massa data si suppone divisa a strati iiiflnitaincnte sot- 
tili, c ciascuno strato compreso fra due superfìcie simili alla (2), sarà 

r = a (1 -I- e) 

l'equazione di una di siffatte superficie. In questa ipotesi si ottiene. 

</r = (1 -I- tj do + a ^ da 
' ' da 

per la spessezza di uno strato qualunque elementare. Quindi sostituendo nella (1) 
avremo . 

= 2, p-, f°'/rp [ (' + + (t + Ja] 
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Sviliippnnilo le potenze di (1 fé), e rigettando i terininì moltiplicati per le potenze 
di t superiori alla prima, questa equazione diventa 


0 




{fi ‘ 

poiclift — è dello stess’ ordine di e. Ma il primo di questi soinmatori rappresenta 

lo sviluppo di 


fi 




pn* da da 


° Vt* — 2(a costi' + 0* 

elle è il potenziale della massa raccolta nella sfera di raggio a,. Dunque dinotando 
con V,<*> questo potenziale troveremo 




( 3 ). 


Per un altro sferoide pieno della stessa materia, c terminato dalla superficie 
dell' equazione 

r", =a,(l +e',) (4) 

il potenziale relativo allo stesso punto esterno è 

Quindi il potcnzi.alc di una massa compresa tra le superficie (2) e (4), quando sono 
conceiilriclic le sfere ad esse inscritte, è dato dall' equazione 




6-^ — y,rfa da 
da * 


'] ( 5 ), 


20." Supponiamo adesso die lo sferoide continui ad esser limitato dalle super- 
lìcic (2) e (4), ma clic il plinto attirato (a, p, 7) si trovi nel vano della superficie 
interna che porremo esser la (2). Siccome il valore inverso di D in questa ipotesi 
è dato dall' equazione 

j - y *!!- 
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rosi pel cnrrìspnndonle potenziale avremo 


». - 1. -fj; — £.r [nr,*: - -0: - •'•] 


Ma dall' equazione r = a(l + e) si trac agevolmente 


= n""*' dn + • sa""'»* da ; 

r" ' da 


tmtle sostituendo avremo 


».-£.e[T:/:s5'— 


V .. rri'** V d.t’a-''^ . . /'•./•<« ^ d- 


da ila \. 

da J 


Se dunque si osserva che il primo sommatorio 6 lo sviluppo del polciuialc dello 
strato compreso fra le due sfere concentriche di raggia a,, a,, sarà 




da 


dada 


-rjy^ 


dea-"-»* 

da 


dado 


'] (6) 


21.° 11 potenziale di una massa rinchiusa tra le due superllcic (2) o (4) rispetto 
.ad un punto, che faccia parte della massa medesima, si ottiene agevolmente dalle 
cose dette Onora. Iti fatti per questo punto si faccia passare la superOcie dell' e- 
quazione 

R, = l(l + E,), 

e la sfera di raggio i inscritta a questa superficie sia concentrica alle precedenti: 
è chiaro che il potenziale della massa compresa fra questa superficie e la (2) si 
ha dall' equazione 


». - ».« . 2. I- 1- -f.t: ,1. '-r . 

ed il potenziale dell' altra parte della massa compresa fra la medesima supcrQcin 
K, = t [1 + E,) e la superllcic esterna (4) dello sferoide è dato dalla equazione 


U, = + £ 1" [ rr pY. da do ■ 


da 




Addizionando queste due cqu.azioni, e ponendo per compendio di scrittura 

= + U<”> = 1J W + tV°>, 


14 
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triitcrcino pd potcìiziulc richiesto 


U=i:w 


1 rr'r** „ 




f.Y 


da 


dada 


I "•/'** i' 




(la 


- dii da 


] 


( 7 ) 




Se 1(1 srerniilo è pieno pm’) supporsi n„ = fl; e siccome E A riinrione iirhitrari.i 
(li a, 6’, c', così potrà detcrniiiiarsi per modo die sia E = c', e (piindi la (2) diventa 

r II..I V * /■'/■*’' V d i'n’*’‘ , , V ..Tu'" V d s'n"*** . , 

I + Ipi/j. pV.-^(/a,/o t (R). 

0 

E se lo sferoide fc limitato dalle siiperllcic (2) e (i|. e la superficie die passa pel 
punto attirato si supiionc essere la sfera di raggio I. essendo E = 0, viene 




Vogliamo far notare che questa formula non <> punto meno generale della j?). 

22.“ Il procedimento, che deve .seguirsi per ottenere gl’integrali contenuti in 
tiitP’ le, precedenti eqiiationi, non dilTerisce, sostansialmente da quello che si à adot- 
talo nel capitolo precedente. Imperocché essendo p, e', 3 funsioiii finite e continue 
di a, 0', t:', tali pure saranno i prodotti 


(„^ + [„+3)s') 

1. ?l 

[a.^-(n-2),') 

/ dz . > 


( ds , \ 

[a + 3) zj 

1. ?l 



Supponendo dunque in generalo 

o 

dove E, è il sioiholo delh; fiiprioiii sferiche, si ha pciinaiiieiite da qiiesla eqnaztoiin 

(" sì -''0 a- L f. 7. 

avvertendo a qn.anto 6 stato dimostrato nel n.“ 10 del secondo eapitnlo; e quindi 
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: 3. 


Wl'f 


ìà^ 


iJ'j 


. )l I"' K 

o};ni iiito^^rule «luppiu uull' cipiaziutii siiiura tri»vato piiù Cirson: siKslituito du un in* 
Irgralc della runiia 

dada. (IO) 

Ora se dinotiamo cAn ciò che diventa ; quando alle variahili 6', zs‘ sostituiamo 
i.. à, c con V, ciò die diventa Y, quando in questa funiionc a 0, a, (i\ cs’ si so- 
stitniscouu rispettivamente 0', c', X, s, sarò come altrove è stato dimostrato 

F,(b, 6', a') p (a'^ . j)!^) Y’„ da. 

I.aonde avvertendo clic 

Y'. = -2 (-)• (l).<"CV>+ T,>“SV) . 

se per brevità di scrittura si pone 

troveremo 

K, («, 0', a'i == -t S','-'). 

Se ((uesto vaiore si sostituisce nell' integrale (10), c per Y„ si pone il suo valore 




trovato nel capiudo precedente, risulta che ugni integrale delle precedenti cipiazioni 
può (raesfurmarsi in un altro dellu rorma 


(-2.1+ A,<’' u» ito l S„'’> l""»,*’’* u’itn^ 


I valori di òj*', C,*’’, SJ’* sono quclii stiissi del n.° 11.” 

ItS.” Quando c z sono indiiHUidcnli dalla variabile a, c p ò run/.ione della 
sola n senza 0' c a' , le trovate espressioni del potenziale possono notabilmente 
scmpliitcarsi. Imperocclic in qncsta ipotesi si ha 


D *ik 

. ? 


d ■ Co’ C" /■*” 

Y. ^ ^ dada = 1 fda'>l (\\da. 
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(liuotaiiilo C una qualunque delle Tunziuni Ma 
onde avremo 

In seguito di i]ucsta relazione le (8) e (9) diventami 


(Il), 


dove F,, F', sono le Tunzioni sferiche che si riferiscono agli sviluppi di * e z’. Cosi 
pure r equazioni (5) e (II) diventano 

« \ 

+ [F'./;Va a- - F./;*p <1.0-] , 


. [in + 1 ] 

• + S. érx - '’■/.* p*" • -"‘"i 

0 

E quest' equazioni poi si cangiano in 

o • 

' ' ^^nin+il I**' J 

U-UClly r f'n F. 1 

allorché p è costante. 




(12), 


( 13 ), 
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'2ì.' La iiiiiasa |ii dui prupoato sferoide k data dall' ripiaziuiic 
p =1^ ^ pr'* tir' ito — j'’! pr* itr do. 

K (Hiiuliù dall' equazione r=:n(l + z) ricavasi 

, , , , rf ■ eri’ . 

r*(ir = a’rfo + — ; — dii , 
da 

k chiaro che sostituendo questo valore di r'dr e l'analogo di r'*(/r' nella espressione 
di p troveremo 

Ora poiehè i raggi delle sfere inscritte alle superllcic che limitano la massa p sono 
arbitrari, se li determiniamo per modo che risulti 

|z = / p«*do, 

avremo dalla precedente equazione 
Pongasi adesso 

P (“£ + ^0 = 2 

ed osservando che Y„ = 1 , avremo 

rp =/!'p (“iS + ^0 * =ir^’* 

In seguito di ciò la (14) diventa 

l"'j F'jO’dodo -J ‘J a’ da do = 0 ; 

ed essendo F',, F„ indipendenti fra di loro, 6 mestieri che abbiasi F', = 0, F„ = 0. 

Dunque in tutte le precedenti equazioni il sommatorio V può esser sostituito dal 

■ V •’ 

sommatorio 

25.* Consideriamo adesso l'integrale j Y, dp' esteso a tutta la massa p’ dell' ec- 
cesso sferoidale sullo strato sferico (n, , n,l. Essendo Y, proporzionale al trinomio 
a SCI! 0' cose' f ? senti' scn s' + Tf cos 6', 
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iimlii- riatciiralc J Y, i/ji' sari proitorziDiiulu al trin.iiuii) 

r scii 0’ cos o' (/|i' I j >■ '**■''> s':n a' il'/ r fosO' Jn ‘ , 

iliiaiiilo ai trascunuio griiitliiitesiiin di urdiiii supi'rlori al |irimo. Allurchò il centro 
di grurilA dello eccesso sferoidale coincide con l' origine delle coordinate, cioè col 
centro comune delle due sfere n„ , a , , sono nulli I tre Intcgruli 

J r seni' coso' f/jt', j rseiiè'scno'i//, j rcuni'dji'; 

c quindi anche J Y, dp.' è nullo. Questo perù, gcneraluietdc parlando non succede, 
ina avviene prossiinanicntc quando p è fniizionc della sola variabile a, c z, z' non 
contengono che le sole variabili ti',c'. In questo caso adunque possiaiuo ritenere 
che J è nullo quando rintegrar.iune si cstemle a tutti i punti dell’ eccesso 
sferoidale. Ora si os.servi che = pr* dr do ; c quindi se svanisce 1‘ integralo 
^ Y, d'f.', dovendo anche esser nulla la rnnzione 


r:i 


** d-s'ii» 

l,p — ; — dn Ilo - 
o dn 




dsu’ 

p du da, 
dtt 


nel nostro caso avremo 

l*'pd a^j Y,s'do-|""pd o’J Y,fdo = 0, 

ovvcraincntc 

F',|*'pda>-F,j^’pdo> = 0 

Da questa equazione si trae F, = 0, F', = 0, essendo indipendenti tra loro F', e F„. 
Dunque in tutte l' equazioni del n.“ 23” al soniiiialorio V si può sostituire ^ , 

O 1 

rammentando quel che si è dimostrato nel precedente numero, 

20.* Dinotino x,y,z le coordinate rettangolari di un punto qualnni|uc dello 
sferoide computate su tre assi, che si tagliano nel .sim centro di gravitò, cil avremo 
per i tre momenti principali d' inerzia 

A=|(j;* + y*)dji, fz*)d|i, C =| (;/* + *‘) dpi. 

Da quest' equazioni si trae 


2C 


- A - B i y« - 2z‘) dp = 3 j ( j- z«) dg ; 


0 se invece delle coordinate rettangolari adoperiamo le coordinate polari r, V, s', 
essendo 

X = r seni' coso', y = r jcn V seri o', z = rcosO' (Hi,', 
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2C - A - « = 3 Ij f r‘ dr da = sj] pY,“> r* dr da (IC). 

Oni se poniamo r=rn(l fi), troveremo agevolmente 

D '*' rf.Eo' 

^ a* rf.i ''o + Il IJ , f llt"” 'lo ''«• 

Supponendo p runziono della sola varlaliile n, si ha 

J" J ? V,''l u* du do = j*‘ pn* dii j Y,*** da : 

c siccome j Y/*'do 6 millo, rosi la (10) si traduce in 

2C-A-l. = 3/Xp'';;/Y.<->dudo. 
riè posto, se per • sostituiamo il suo sviluppo 

l-’. + V! !•'. 

1 " 

in funzioni sferiche, essendo K, Y,'“>do = 0 per tutti i valori di * diversi dal nu- 
mero 2, otterremn 

2C-A-n = 3/ j W") ,/a do (17). 

Ora consideriamo l' equazioni 

I TI/ dp, = 0, J z t dp, = 0, I ijz dp, = 0 

che hanno lungo quando gli assi d'inerzia dì una massa p, coinchlono con gli assi 
delle coordinale rettangolari: sostituendo i valori (là) nelle precedenti eqiiiizionì , 
ed avvertendo che dp, = pr*drdo, avremo 

pr* seti” li' cos s' SCI! =' dr do — 0 | 

(181. 


J' J pr* cos V seti à' cos =' dr do — 0 ) 
j'^ j pr*cosV senti' senio’ dr do 


— V» » 


Se r„ = n„ (1 + Y’,1, r, = n, (1 V,' sono le eipiazioni delle siipcrlleie che terminano 
la massa p,, le (18) diventano cvi.lcnteinente 

1 /■”•/■•* I /■"•i'*" d o' 

I pa* scn’ 0' BCn 2o' dei do I p Y, scn* 4' sen 2a' da do = 0 


rr 

J «•,' c 

/.j. 


po' cosS' seni' coso' da da i 


fi 


d ■ a’ 


da 


Y'jCosVscnO'coso'dado = 0 


cosO' send' seno' du do + 


a *** (l’ft* 

P Y, cosd' seno' seno'dn do = 0. 
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/•«« /»’ ri* 

I scii’6' >cn2o'd«, / cosi' sena' coso' (io, j cos(-'8cn» scnc'do 

sono nulli. Pumino. avremo altresì 

/ ^ Y, sen’ *' scn 2a' ila-0 \ 

fi* I 

I y,eos«'sen«i'cosc'(io=0 > (IO). 

fi* I 

j ^ Y, cose'scno senfs'(i(7=0 } 

Ma la funrionc sferira F, generalmente parlando è della forma seguente 


A, + B„ cosa' sena' coso' + C, cosa' scn»' seno' 

+ D, scn* »' cos2a' + E, scn*»’ scn2o' 

dinotando A,, Bg, C„, D„, E, funzioni qualunque della variabile a. L.aondc sosti' 
tiicndo nella (17) ed avvertendo alle (19) troveremo 

2C - A - B = 3fJ" p (J - eos*»')‘l:M 

+ 3 P (ì ~ ^ da^ scn*»' cos 2o' i/a ilo. 

Da ultimo, essendo 

I ^ cos* do = — ; / Q ~ do = 0 , 

si ottiene il seguente risultato dovuto a Laplace 

2C-A-B = -||ar'pd.A.(.'. 

1 d 0* 
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